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Indicadores 


de logro 


Unidad 1 Unidad 2 

e Identifica las clases de propiedades sobre teoría de exponentes enla • Formula las propiedades sobre factorización y establece sus criterios 
potenciación y la radicación. del aspa simple ,doble especial. 

e Resuelve operaciones aplicando las propiedades sobre la teoría de • Resuelve operaciones aplicando las propiedades sobre aspa simple y 
exponentes en la potenciación y radicación. doble especial en las operaciones establecidas. 

e Interpreta las propiedades de los valores numéricos notables en los “ Interpreta las propiedades del MCM-MCD еп las fracciones 
polinomios. algebraicas. 

“ Identifica las propiedades en los polinomios y establece diferencias “ Aplica las propiedades que existen en el MCD-MCM en las operaciones 
entre las clases de polinomios. sobre fracciones. 

* Aplica propiedades en las operaciones sobre productos notables. * Reconoce las propiedades de los números combinatorios y aplica el 

* Demuestra las propiedades sobre productos notables y las aplica en binomio de Newton en la potenciación. p 
la resolución de ejercicios. “ Aplica el binomio de Newton y los relaciona con el triángulo de Pascal 


en la potenciación. 

* Identifica los radicales semejantes y homogéneos en las operaciones 
con radicales y potencia. 

* Aplica elfactorracionalizante en las operaciones sobre racionalización. 

* Interpreta la forma polar o trigonométrica de un número complejo. 

* Elabora una gráfica sobre el sistema de coordenadas еп donde 
representa geométricamente a un nümero complejo. 


* Aplica algoritmos sobre divisibilidad en la división sobre polinomios. 

* Identifica la veracidad de distintas propiedades sobre división de 
polinomios. 

* Representa e interpreta las fórmulas de los cocientes notables en el 
cálculo del término general. 

* Demuestra las propiedades en los cocientes notables. 
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REFINERÍA TALARA: PATRIMONIO NACIONAL 


La refinería de Talara se localiza en el departamento 
de Piura, tiene como función la refinación 
y comercialización de hidrocarburos. Elabora 
gas doméstico GLP, gasolina, diésel, petróleos 
industriales y asfaltos. 


En la figura que se encuentran en la parte izquierda 
se necesita saber el número de planchas metálicas 
inoxidables que se deben utilizar en cada ventana 
de la construcción de un depósito de petróleo. 


Para ello hacemos uso del MCM y MCD, ya que 
entre las múltiples aplicaciones del MCM y MCD 
está la de distribuir una cantidad de objetos 
semejantes en otra de magnitud mayor. 


En el Álgebra los conceptos de MCM y MCD se 
extienden a expresiones algebraicas. 


Contenido: 
И. (Ша NN 


Teoría de exponentes. e Factorización. 
Polinomios. MCD - MCM y fracciones 
Productos notables. algebraicas. 

División de polinomios. Potenciación. 


Cocientes notables. Radicación - 
Racionalización. 


Números complejos. 


Unidad 3 


omn кшш. 


Ecuaciones de primer grado. Valor absoluto. 
Planteo de ecuaciones. Logaritmos. 


Matrices - Determinantes. Funciones. 


Sistema de ecuaciones 
lineales. 


Ecuaciones de segundo grado. 
Planteo de ecuaciones. 


Desigualdades e inecuaciones. 


Progresiones. 


Unidad 4 


Identifica 105 tipos de ecuaciones que tienen soluciones еп el 
conjunto de los nümeros reales. 

Identifica los tipos de ecuaciones compatibles e incompatibles en el 
conjunto de los nümeros reales. 

Interpreta las propiedades de adición y multiplicación de matrices. 
Aplica las propiedades de adición y multiplicación en las operaciones 
con matrices. 

Interpreta el teorema fundamental de la determinante de orden tres. 
Aplica la regla de sarrus vertical en determinantes de orden tres. 
Identifica los criterios de sustitución e igualación en el sistema de 
ecuaciones lineales. 

Aplica el criterio de sustitución e igualación en sistemas de ecuaciones 
lineales con dos incógnitas. 

Identifica la suma y multiplicación de raíces en las ecuaciones de 
segundo grado. 

Analiza los puntos críticos en la recta numérica en la inecuaciones de 
grado superior. 


* Aplica el valor absoluto en las ecuaciones e inecuaciones y los 
representa en la recta real. 

* Elabora la gráfica de las funciones valor absoluto y constante en el 
conjunto de los nümeros reales. 
* Reconoce la gráfica del valor absoluto en las ecuaciones e inecuaciones. 
* |dentifica las propiedades enlas ecuaciones e inecuaciones con valor 
absoluto y los representa mediante intervalos en la recta numérica. 
* Analiza operaciones que involucran la gráfica del valor absoluto en la 
recta numérica mediante intervalos. 

* Aplica las propiedades del cambio de base y la regla de cadena en 
los logaritmos. 

* Representa las distintas propiedades del cambio de base y la regla de 
cadena en los logaritmos y establece relaciones con los cologaritmos. 

* Identifica el dominio y rango en una función identidad y constante en 
el conjunto de los nümeros reales. 

* Aplica las propiedades de interpolación de medios aritméticos en 
una progresión aritmética y establece las relaciones con la progresión 
geométrica y armónica. 
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UNIDAD 1 


ТЕОРТА DE EXPONENTES 


d POTENCIACIÓN 


Es la operación matemática que tiene por objetivo encontrar una expresión llamada potencia (p), conociendo 
previamente otras dos expresiones denominadas base (b) y exponente (n). 


b: base; b € IR Pempe! «ЄЗ 


b^ = p; donde + n: exponente; n е Z Еп27-8 = 2es la base, AR 
р: potencia; p € IR 3 es el exponente y 
8 es la potencia. 

Definiciones 
1. Exponente cero 3. Exponente entero positivo а? saca] 

Permite extraer factores 

comunes. 
Ejemplos: Ejemplo: 
5024 (-39 = 1; 70 =-1 Ejemplo: Vx Ух Vx... Vx = (М) = x ТЕКТЕРІ 
28 үесе$ o» QE 


2. Exponente uno Су ED ED 2 
| 22 (9 
al-avacm 4. Exponente negativo DAD == 


; ; Es ауп рү, 
Ejemplos: бе a" алы ($ ) = ( a | ар #0 Extraemos el factor (2* *) 


4! 24;5 25 


Ejemplos: 271 = 1 = 1, 32= 1-1 P D.n 
dao 2 2' 42 9 МЕ р 2) 
Teoremas 
1. Multiplicación de bases iguales 4. Potenciación de otra potencia 
=n aP g-d— а1-1+р-9 (aj = атып 
Ejemplo: xt . x? х5. х = x*-? * 57! = y6 Ejemplos: (xË = х2:° = 0 


2. División de bases iguales (У) у у 


Descomponiendo en sus 


E 2g" Mazo 5. Potenciación de una multiplicación қалтқы podemos 
а?" = (aby [pum m.n 
Ejemplos: [e 
10 j . 
— =x =x Ejemplos: Ejemplo: 
* азр?с? = (abc)? ns 1024? + 4? 
DEM A ae a a 
%--89-%- 5-6 ае ая Су-е 
& 58 = (3.5) - 35 sf DOT 
2\8 16 ` қ Ғасіогев ргітов 
S T on — 58—16 —50—1 125 - (3.25 23 2431 2 25 210.2, (222 
(5*) 220 29, 
3. Potenciación de una división Мс ЕЙ КЕЛЕР акыны К 


m (bro 


p^ 


Ejemplos: 50 51 
х (0) Ет 
3 
у у 
(41-4) A 
yl (yy py 
4 4 
5 = (2) = 54-605 
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Кесчетда 


( (ал +Ь)р+с] 
n / bP е 
ха ү хо үх = х mm 
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ПІ RADICACIÓN 


Es una operación matemática inversa a la potenciación cuyo objetivo es encontrar una expresión llamada raíz 
(b), conociendo otras dos expresiones denominadas radicando a e índice n. 


y: signo radical 
кра? + 
Ma =b: donde | ™ índice; n € Z 


a: radicando o cantidad subradical 
b: raíz; b € R 


Definiciones 
1 vabemnez' 


Ejemplos: 
/9 359-3? 
3-8 = -2 = -8 = (2) 


Observación 


Debemos tener en cuenta que dentro del conjunto 
de los números reales no se define a la radicación 
cuando el índice es par y el radicando negativo, 


como en los ejemplos: 
4/2004 existe en R. 
у — 32 no existe en R. 


Teoremas 
1. Radicación de una multiplicación 
Ma "Vb = a.b 
Ejemplo 


ПІ ECUACIÓN EXPONENCIAL 


3. VaeRAneZz' 


Ejemplo: 

En 3/64 = 4 tenemos: 
3 es el índice 

64 el radicando y 

4 la raíz. 


2. Exponente fraccionario 


Ejemplos: 
2 
(-89 = 1-8 - (2-4 
$ 
/2 222 225-8 


n n | ; 
• |а|: valor absoluto de a, significa el valor 


positivo de a. 


Ejemplos: 
M =x Le 8 
М2 =|х| /4=/2=12| 


Ejemplo: 
/58B. [18 Jm. 
75 469-3 


3. Raíz de raíz 


m/n/a. = "Уа 
Ejemplos: 
M fx. — Y =%/х 


3/4/5/ 7 -345/7- Ә/ут 


Es una igualdad relativa que se verifica para determinados valores de sus letras, variables o incógnitas, los 


cuales se denominan raíces o soluciones. 


Propiedades 
1.|S:b*zb! 2 x=y |Y b #{0; 1) 
Ejemplo 
galgo geriet 
xe 
Ejemplo: 
6-29 >= (22) 
x=2=4 


Ejemplo: 
x 2275x523 2x23 


Ejemplo: 


УТ = IPS AT 23/3 эхеі-3 
x=2 


Problemas resueltos M 


7 28 
ED Calcula: En la expresión resulta: W = AO 
AUGE Sq 5 (3х) 
Т"! = 7 28 4 
Luego: W = XT. == ү = у? 
Resolución: Mx5 


Descomponemos la base y factorizamos 7*: 
s EPT, ID MT И" ЕЭ Simpitica: 
EE Ic тел) 6 EM зки ушр 
с-а /,%-9” 


ES Calcula el valor de x: 


AO fe Resolución: 
Aplicamos las propiedades para luego simplificar: 

Resolución: (-0 (0-0 ao ө- 0-9” 

- paka Ма БЕШ c XS c Ca 
Homogenizamos los radicales: ^Vx*. 2 = *i/x* bag х 

Я X с-а 
Luego: х. 2 = xí ' 
— xG8-5G-9 (-56-9'(-96-9 
Transponemos términos: ы .:2c c cm 
A gto). г (5-9 (- d (a-b) 
qa =D Rex (8-5а-90-9 
Dando forma: Al eliminar los paréntesis ten cuidado con el signo negativo, este 
0-4 Jm _ na -4 afecta а cada término dentro del paréntesis: 
b-c-a+c+a-b 

Se observa que: x = /2 К-х(-Уа-90-9 => R=xX=1 s R=1 


Efectúa: 
B Calcula el valor de: с» С. E 
5(3"+5) T- (б ) 


E gn+4 H 3043 E gn+2 
Resolución: 


ell RE 
Resolución: Primero reducimos: 253. (5) 


an 29n T2 
Extraemos el factor comün: 3 Luego, reducimos: 


5.31+2.39 5,9 XD Мб у} 187 
Z= Z 27 27 2 2769? = 277 
3°+2(3°—3—1) 5 | | 
3 1 qa 
.Z-27 7 2p (3 F =3 
Reemplazamos los valores encontrados en T y operamos: 
Simplifica: 311 
ED 28 factores T- (Е y) | "E E p _ ү 
SE DV FU A 2 2 2 
З Зх Зух. Зх r-(ly -2-2 Т-2 
15 factores 2 
Resolución: Halla el valor de: Ы. 
Recuerda que: C 
а. d a.a.a.a=a' М-4 
—— — 
1 factor 4 factores 
2 : Resolución: 
a.a =a í n А 
SEU. а.а.а.а-а Como los exponentes son los mismos, reemplazamos: 
actores AA 4 
asa n factores М= 47, ММ – 1 ММ- (5 JP 
ge cie eu 4 
3 factores 


Igualamos la ecuación exponencial: 
“.M=1/2 
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POLINOMIOS 


Recuerda 


Atención 
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CD DEFINICIÓN 


Un polinomio es una expresión algebraica donde los exponentes de las variables son nümeros naturales. 


ПП POLINOMIO DE UNA VARIABLE 


Generalmente se utiliza la letra x para indicar la variable, donde el mayor exponente de la variable es llamado 
el grado del polinomio. 


Forma general del polinomio de grado n: | Р(х) = apx? + ax" ^! ax" ^? +а,ух+а, 


Donde: 

ао 0 : coeficiente principal (coeficiente de la variable con mayor exponente). 
ар, ау, 85..,8, :соейсіепіев del polinomio. 

а, : término independiente. 

x : variable o indeterminada. 


Propiedades (valores numéricos notables) 
Para el polinomio de grado n: 


cA E 


Р(х) = ag + ax? ^! + apx" T 


Suma de coeficientes (2 coef.) 
Para calcular la suma de coeficientes del polinomio P(x); a la variable x se le asigna el valor de la unidad. 


У coef.(P) = P(1) = ag + 84 a2 +... +а, 4 ân 
Ejemplo: 
Del polinomio: Р(х) = x* + 33 + 2x? -x +2 > E coef(P) = Р(1) = 1* + 3(1} + 2(1)? - (1) -2- 7 
Término independiente (TI) 
Para calcular el término independiente; a la variable x se le asigna el valor de cero. | Т(Р) = P(0) = а, 
Ejemplo: 
Halla el TI del polinomio: S(x) = 31x8 + x? – 57x3 + 2 > TI(S) = S(0) = 2 


C3 GRADOS DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS 

Es la categoría que se asigna a un polinomio y depende de los exponentes de sus variables. 

Clases de grados 

Grado relativo (GR): respecto a una de las variables. Grado absoluto (GA): respecto a todas sus variables. 


Grado de un monomio 
Ejemplo: 


S3 3.105 3 


T(x у; 2) = У3х y Zw 
a 


Grado relativo (GR) 
Es el exponente de la variable en referencia: 
GR(x) = 3; GR(y) = 10; GR(z) = 5 


Grado absoluto (GA) 
Es la suma de los exponentes de las variables: 
GA(T) 2 3 + 10 - 5 = 18 


Grado de un polinomio 


Ejemplo: 
GA = 13 GA-29 СА-2 СА = 34 


аш —н—= AR 
P(x; y; z) = 51x2 - 10222), Ay ар (0,70) 
Уз 5 
Grado absoluto (GA) 


Es el mayor grado absoluto de uno de sus monomios. 
GA(P) = 34 


Grado relativo (GR) 
Es el mayor exponente de la variable en referencia: 
GR(x) = 10; GR(y) = 27; GR(z) = 7 


нні Án 


CB POLINOMIOS ESPECIALES 


Se denomina así porque los polinomios presentan ciertas características especiales, ya sea por la distribución 
de sus términos o por los exponentes que afectan a sus variables, estos son: 


1. Polinomios homogéneos 
Son aquellos polinomios que tienen todos sus términos de igual grado absoluto. 


8-3 P 3e yz 


El polinomio: A(x; y) = 7x? + эу 


GA=a GA-a  GA-a GA-a 


Es un polinomio homogéneo cuyo grado de homogeneidad es "a". 


2. Polinomio completo 
Es cuando tienen todas las potencias sucesivas de la variable, en referencia, desde la mayor hasta el cero 
incluido. 
El polinomio: 
GR(x) — 2 3 0 1 4 
Ta Сз CA сыш D^ 
B(x; y; z) = 20х2у222 - 10х3у3 - ТгЗу?ҳ0 + ху?! + 8x! y^z 


X liene exponente cero X tiene exponente uno 


Tiene todas las potencias de la variable x desde el exponente 4 hasta cero, luego diremos que el polinomio 
es completo respecto a x. 


Importante: 


Si el polinomio B(x; y; 2) es completo respecto una variable, entonces: | n.? términos = GR(x) + 1 


Del ejemplo: el polinomio B(x; у; z) es completo respecto a x: = n.° términos = 4 + 1 = 5 


3. Polinomio ordenado 
Es aquel donde los exponentes de la variable ordenatriz van aumentando (ordenados ascendentemente) o 
disminuyendo (ordenados descendentemente) a partir del primer término. 

Los polinomios: 
C(x; у) = 30x y? — 10xy'? — ey" + xy? 
Está ordenado en forma ascendente respecto a 


D(x; y) =2 y + 7х10у?0 — 2x? — 5y 


(ш 


y”. | Está ordenado en forma descendente respecto a "x". 


4. Polinomios idénticos 
Dos polinomios son idénticos cuando sus términos correspondientes poseen coeficientes iguales. 
Los polinomios: Axy + Bp + су? 
Mx)y - Noy + px^y? 


Si son idénticos, se cumple:| AZM ^ B--N л C=P 


Condición aprovechable de polinomios idénticos 
Los valores numéricos de los polinomios para cualquier sistema de valores numéricos asignados a sus 
variables son iguales. 


Ejemplo: 
Sean: m(x — 2) + n(x + 1) = 4x — 17; calcula: т.п 


Dando valores adecuadamente: 
Рагах= 2 = m(2-2) + n2 1) = 42) - 17 = п= -3 
Раах--1- m(-1-2) + n(-1 +1) =4(-1) – 17 = m=7 


5. Polinomio idénticamente nulo 
Es aquel cuyos coeficientes son nulos; por lo tanto, estos polinomios se anulan para cualquier valor de la 
variable. 
El polinomio: P(x; y) = Аху + Bxy? + су? -0 


Es idénticamente nulo, se cumple entonces: | A2 B = С = 0 


Ejemplo: 

Calcula el valor de a, b y c; si P(x) = (a? - 8)х® +(b-a-2)x+ c-3=0 
Como el polinomio es idénticamente nulo, se cumple: 

а-8=0 > а=8> а= 2 
р-а-2=0 = р=а+2=2+2=4 
с-3=0 = с= 3 


г а=2,0=4,с= 3 


: Debes saber que existen 

E varios tipos de polinomios 

: según su grado: 

: * Polinomio de grado cero: 
Р(х)- 10 

i + Polinomio de primer grado: 

PO P(9=7x+3 

i + Polinomio de segundo 

i grado: 
Р(х) = х2 + Зх +1 

i e Polinomio de tercer grado: 

РО Р(х) = 21х3 + 4х2 «x «2 

E * Polinomio de cuarto grado: 
Р(х) = х? 33 2x3 «x 42 


E A la variable de referencia 

: también se le llama variable 
1 ordenatriz, donde sus 

i exponentes aumentan о 

i disminuyen. 


DO, este se sobreentiende 
como el GRADO Б 


ordenado, у ге 


nte todo polinomio 
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Resolución: 


La suma de coeficientes (2 coef.) se determina como: 
сое (В) = B(1) =(9(1) — B! + (1017 — 9^ ^ ! + (11(1)9 — 4)? 
+ 5O(4(1) + 3^7? . (7(1) — 8) 
= ud 1. T. 50.777 24) 
=7 pot. T^ 44 
Factorizamos: 7" 


-7(1--2-%)-1 
=1 


49 49 


Resolución: 
Se representan los polinomios de la siguiente manera: 


A(x) = Grado de A(x) 
B(x) = Grado de B(x) 
С(х) = Grado de С(х) = 


М(х) = Grado de М(х) = 
Multiplicamos los n^ polinomios: 
Р(х) = A(x) . B(x) . Сх)... М(х): polinomio completo 
EXEC IMMER (dato) 
n factores 
Grado de Р(х): GP(x) = 2n" + 2n" + 2n" +... + 2n^ = n'(2n^) 
1 


п" sumandos 
. GP(x) = 212" 


Resolución: 


Como es condición del problema que A(x) = 0; este también será 
nulo para cualquier valor de su variable: 
Six 20 = А(0) 20 
Hallamos A(0): 
A(0) = (0% + 0? + 1)(т — 2n) + (0% + 2(0)? + 2)(3n — 4p) + 
(0% + 3(0)? + 3)(5p — бт) = 0 
= (m — 2n) + 2(3n — 4p) + 3(5p — 6m) = 0 
Operando y reduciendo términos semejantes obtenemos: 
m — 2n + 6n — 8p + 15p — 18m = 0 
—17m + 4n + 7p 20 
4n + 7p = 17m 
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Nos piden: 


н 4117р _ 17m _ 17 
18m 18т 18 


Resolución: 


a+! 


P(xy) = ax + py — об 

Como P es homogéneo, se cumple: а rna 3 ра! 
d i Ш 

De (1) y (1): 

а =а?а-5=3 > а= 8 


Б е (I) y (I): 
= 0+1 > 8=p8+1 09 (23) 2» > b=2 


Nos piden: 
a+b=8+2=10 


Resolución: 

Hallamos: P(4) 

Se sabe: P(x + 3) = Зх — 4 
Entonces: x+ 324 2 x- 1 
Reemplazamos: P(4) = 3(1) — 4 = P(4) = -1 
Hallamos: P(7) 

Se sabe: P(x + 3 = 3x- 4 
Entonces: x+ 327 2 x-4 
Reemplazamos: P(7) = 3(4) - 4 = P(7) 28 
EnE E=-1+8 =E=7 


Resolución: 

Como Р(х) = x + 7 = P(F(x)) = F(x) +7 
Entonces: 

F(x) + 7 =3x +9 = F(x) = 3x + 2 
F(6) = 3(6) + 2 = F(6) = 20 


Resolución: 
Р(2) =3(2)7+2 
Р(1) =3(1)? +2 
P[P(1)] = P(0) = 3(0)* + 2(0) — 5 = P[P(1)] = —5 
= Р(2) – Р[Р(1)]= 11 — (-5) = 16 

E - 16 


2)-5=12+4-5 5 P(2)=11 


2 
24)-5-3%2-5 > P(1)=0 


A 


ED Sea el polinomio: P(x) = х2 + mx + 2n Recuerda que el grado en una multiplicación se calcula sumando 
Si Т(Р) = 3, además: P(2) — P(-2) = 6 los grados de cada uno de los factores. 
Halla: m + 
dad Grado de Р) = 1+2+3+..+6 = 00) =21 
Resolución: 
Р(х) = X? + mx + 2n 44) B Encuentra el grado del siguiente polinomio homogéneo: 
Dato: P(x; y- xy 2 ES 5хту m- 1 = 83у" +3 
* T)23-22n2n- 2 
2 Resolución: 
"idein 00) Del dato, Р(х; y) es un polinomio homogéneo. 
En (1): x 2 53+ (п + 2) = п+ (т 1) = т+ 3 
э Р(2) = 22+ 2т + 2n „(о) n+5=n+m-1=m2+3 
>on+5=n+m-1An+m-1=m+3 
En (1): х= – 2 5-m-1 n-123 
= P(-2)- (-2 + m(-2) + 2n m-6 n-4 
P(-2) = 2^ - 2m + 2n ($) 2. GA(P)=3+n+2=9 
(о) y (B) en (II): 
(4 + 2m + 2n) E - 2m + 2n) - 6 B Calcula el grado relativo a z en el siguiente monomio: 
4m=6=mM= 5 ката 
3.3 М(х; у;2) = = CE ER 
Nos piden: n+m= 5 +5 = 3 ху оаа 


Si el grado relativo a x es 20. 


EP En el polinomio: 


Psp 1) Kesolución: 
Р(х) =х° – 3х + 3x, шы ENGUE M = ¡62 17 G7 8)282- (8 -5)73a +3- (4— 2a) 
id GR(x) 25a-1- 3 +a = 20 
Resolución: ба-4-20-а-4 
Damos forma al polinomio: Piden: >e 3a 3— 4+ 2a 
Р(х) = х? – 3х2 + 3x GR(z) = 5a – 1 = 5(4) - 1 
Р(х) = х - 330 3x 1+ 1 . GR(z) = 19 
(x- 1 
Р(х) = (х – 1 +1 Ез El monomio es de grado absoluto 4, y los grados relativos a x e y 
son iguales: 
Haciendo: x — x +1 5 4 3 15 
P(x 4 1) = х +1 А М(х;у) = хау axbya 
Nos piden: TUN zs Й 
Lari И Calcula: Е = 3b – 2a 
ТЕРСЕ 
Gl X =x+1 Resolución: 
Е bidb Bui bui 
E cioe abc) M(xy)-x*y?xby? = М(х,у) = ха буа 


Si: ax? – 2y? + bxy = 3х2 + cy” – 5ху Del dato: GA(M) = 


Resolución: Luego: 5.1.5.1 =й 
2-2 M 
ах“ — 2у + бху = 3х + су — 5ху 
== = 2 2.1.1240) 
АЛЫ ана fpe ар Además: GR(x) = GR(y) 
b.-1-— 5.1 
Б Әр halla el grado de Р(х): a'b rta =a=b 


AOT js Б Jp dus i 20 Reemplazando еп (1): 


Resolución: 2b 1,1 =4>b=1 


Р(х) = (x + 1)? t 2)08 t3) 24 + 6) P ки = 1 
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9 PRODUCTOS NOTABLES 


d CONCEPTO 
Son aquellos productos que se pueden determinar directamente, sin necesidad de efectuar la operación de 
multiplicación. 
CD. PRINCIPALES PRODUCTOS NOTABLES 
[ " NOCHES | 1. Trinomio cuadrado perfecto (tcp) 
De: (ce y = х2 + 2xy + y (x-y)? = х2 – 2xy + y? 
Ejemplo: Ejemplo: 
4 а b2. (482 амгыр by2 2 2 
| (a? + b^) en rane) б (a- 1] =282-28(1)+(1) 
(eof ef ewe) а. | 
V = а? + 72 cx 2 
a 
Corolario: identidades de Legendre: 
(+ y (x- yf = 204 + у?) (+ yf - (x – у) = 4xy 
Ejemplo: Ejemplo: 
‚ (а 1 e (a - Y одг (LY . (4% - (9-5 = 4G) 
| " | 22) (г) а? а? а? 
Em 4, 1 =4 
54754 
2. Diferencia de cuadrados 
(*yx-y-x-y 
Ejemplos: 
. (8 3 | (Af 42 5 АШ 1 ZA 
(Уз + 00/3 21) = G/3) - 1 taret. == 1 
=V9 -1 
2 
e (э2+1\зг—1 = (зе) -(1 = 9-1 
pee es эы шаре 


3. Identidad de Steven (multiplicación de binomios con un elemento comün) 
Observación 


2 
En algunos casos nos será Ші (x + a)(x + b) 2 х + (a + b)x + ab 


descomponer la diferencia di 


cuadrados. Ejemplos: Я ай Қ 
49x? — 100 = (7x? - (10)? б (TX – 9) = (OY + (7 + (—9))х + 7(-9) 
= (7х + 10)(7х — 10) = ҳ28 2x8. 63 
* (т – 10)(m — 3) = m? + ((—10) + (-3))m + (-10)(—3) 
= т? — 13m + 30 
(ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + bc)x + bd 
Ejemplo: 


* (3х - 22x — 1) = (3)(2)x? + (3(—1) + 2(72)x + (—2)(—1) 
- 62--(-3-4х-2 
= 6x -7x+2 


(x + a)(x + b)(x + c) = x? + (a + b + c)? + (ab + ac + bo)x + abc 
Ejemplo: 


e (x-2)x- f)x- 7) = + (2 + (—1) + C» + (2(21) + 2(-7) + (—1)(—7))х + 2(-1)(-7) 
= х3 + (-6)» + (-2 —14 + 7)x + 14 = х? — 6 — 9x + 14 
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4. Віпотіо al cubo 
Binomio suma al cubo 


(х + у) =x + Зх?у + 3ху? + уз 


Бетріо: 
* (2a + 3b)? = (2a)? + 3(2a)^(3b) + 3(2a)(3b)? + (3b)? 


Ejemplo: 


Binomio diferencia al cubo 


(х— у)? = х Зх?у + 3ху? - уз 


нани. 


E 


jJ Gf pe. 


: Identidades de Cauchy (forma : 


_ an 2 2 3 
= 6a + Зба + 54ab" + 27b : abreviada del binomio al cubo) : 
21.3.4 3a- a? : 
а а (x + y = x? + y? + Зху(х + y) 
5. Віпотіо рог ігіпотіо (x= yf = х? – y? – 3xy (x - y) 
Suma de cubos Diferencia de cubos 


(х yo — ху + y) = + y? 


кур + ху + у) 2x - у? 


Ejemplo: Ejemplo: 
• (7а + 2b)(49a? — Mab + 4b?) . (mé - n)(mé + món + п?) 
= (Ta + 2b)((7a)? — (7a)(2b) + (20)?) = (7а)? + (2b? — =(m*-n)(m%? + (mn + nô = (m? – n? 
= 943a? + 8b? = т? – пз 


6. Тгіпотіо al cuadrado 
Forma desarrollada 


(+ y +2) = 2+ y + 22 + 2ху + 2х7 + 2yz 


Ejemplo: 


* (a + 2b - c) = a? + (2b)? + (-c%? + 2(a)(2b) + 2(а)(—с®) + 2(2b)(—c?) 


= а? + 4b? + cf + Дар — 2ac? — 4bc? 


Forma abreviada 


(х+у+2)2 =x? + y? + 22 + 2(xy + xz + yz) 


Ejemplo: 


7. Identidades de Lagrange 


Con dos variables: | (a? + Ь2)(х2 + y?) = (ax + by)? + (ay – bx)? 


Ejemplos: 


Recuerda 
3 2 


+ (x — y = 2х(х2 + Зу?) 


+ (т? + 9)(х? + 4) = (m? + 32)(х2 + 2°) = (mx + 3(2) + (2m — 3x? = (mx + 6? + (2m — 3x? 
“ (n? - 49)(27 + 16) = (n? + 72)(22 + 42) = (nz + 7(4)? + (4n — 72)? = (nz + 28)? + (4n — 72) 


8. Identidades de Argand 


(х2 x 102 x 1) 2x! x4 +1 


Ejemplo: 
. ((а + b? + (a + b) + 1)((а + b — (a + b) + 1) = (a + b)* + (a + b? + 1 


(х2 + ху + y)? – ху + у?) = + xy? + y 


Ejemplo: 
1 24/1 
“(--%1-а 14 
Ға с 


9. Identidades de Gauss (identidades auxiliares) 
хау +23 – 3хуг = (х+у + 2)(х2 +y? ez — xy – xz – yz 
e (x - yy + 2)(х + Z) + xyz = (x + y + 2)(ху + xz + yz) 


Atención 


| 
. En forma general se puede 


| 
| 
Йо" x^ +1 хт + 1) 


2x x44 
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Problemas resueltos M 


ED сесі: 
A=( e 4 xX* —8)62 — / x* — 8) 
Resolución: 
eG Vx alt -Vx =8) 
2 
A = x! - (x^ — 8) 
А= х^ – (х^ – 8) = х х «8-8 
|2 ғо: 
Е-Уа-Уа-16.Уа а? /а? — 16 
Resolución: 


a + Ма? — 16)(a — / a? — 16) 


Por diferencia de cuadrados: 
2 
R-va – (Уа? — 16) 
= 82—82 +16 241624 


ED 5; xe loas 
Calcula: P = У х2 -x ^ 1 


Resolución: 
(х+х = (2/3 


= 12 5 x*+x?=10 


X + 2хҳ-1 ex? 
1 


Nos piden: Р = yx -1-У10-1-3 
Dado: a+b=6 

E» гә — 

= Ма? + 02 +ар — 1 


Resolución: 


Calcula: M 


(a +bY = (6) = a? +b*+2ab = 36 = а? + b? = 
10 


Nos piden: 


М = Va? +b ab — 1 = 16 + 10 — 1 
= (25 = 5 


ED сасы: 
No V 81,4 ТОЕЛ с, 


Resolución: 


E — 2/3 +16 
NE —2453 +16 


N = /12 м кыы 0920446 
М-16 
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16 


Е» Calcula: 


м = S/24(5 + 1)(5* 1) 1 


Resolución: 


M = $ 24(52 + 1)(55 e 1) +1 
2571 


M = У(52— 1)(5° + 1)(5* + 1) +1 


(9 - 1) 
(5-1) 
M =8/58—1+1 = 5/58 =5 


ED calcula: 
N=(2/6 + 431046 — /8)(/8 + 14/8 — 1) 


Resolución: 
Aplicamos diferencia de cuadrados: 


М = (2/6 + /3)2/6 — /3)(/3 + 1)(/3 – 1) 


м = [0/67 - 3$] v37 - 12] 
-(4x6—3)(3—1) = N=21x2=42 


> Calcula: 
— (48 & A8) (/8 итв) 
(2/3) 
Resolución: 


Aplicamos Legendre: 


p 48/18 - 2/2 х3/2 Е 242? 4 


ЮЭ ғо 
ү = (37 – 33 )(%/49 + 321 + 3/9) 


Resolución: 
Dando forma: 


= (Ут -3/3 G/T + 3/TMS +3437) 
Se observa una diferencia de cubos: 


Y 2MT -Y3 =7=3=4 
|10 сасы: 
Е = (3/2 + /3)(3/2 — /3)(/6 + /2)(/6 — 42) 


Resolución: 
Aplicamos diferencia de cuadrados: 


= (3/2 + /3)(3/2 — /3)(/6 + /2)(/6 — /2) 
Esla „(УЗУ s^ - 927] 


-(9Х2-3)6-2)>Е-15х4-60 


OIVISIÓN ОЕ POLINOMIOS 


ПП CONCEPTO 
El objetivo principal es calcular el cociente y el residuo a partir de dos polinomios denominados dividendo y divisor. 
Identidad de Euclides: Donde: 


ШЕГЕ. 


d(x): divisor 
R(x): Resto 


CD TÉCNICAS PARA DIVIDIR 
1. Método clásico 

Pasos: 

a) Dividir el primer término del dividendo por el primero del divisor obteniéndose el primer término del 
cociente. Luego este se multiplica por cada uno de los términos del divisor cuyo resultado se resta del 
dividendo. 

b) Bajar el siguiente término del dividendo y repetir el paso anterior tantas veces hasta que el grado del resto 
sea a lo más uno menos que el grado del divisor o que sea cero. 


4 2 
Ejemplo: divide 4 -15- 13х - 30x 


3х+х +5 
Resolución: 
PS 2 
Ordenando y completando: x +0х 5 13х — 30x — 15 
X + 3х 45 
Luego: 
x^ 0х5 — 13x? — 30x — 15 X «3x45 
4 3 dope 
-X -3x -5x х2 3х – 9 
—3x? — 18x? — 30x 
+3% + 9х2 + 15х 
—9x? — 15x — 15 
49x? + 27x +45 
12x + 30 
De donde: 
D(x) d(x) Q(x) R(X) 


bé — 132 — 30x — 15) = (K2 3x + 5) — 3x — 9) + (12x + 30) 


" J L de 


Dividendo Dividisor 


Cociente Residuo o resto 


2. Método de Horner 
Es un método general de resolución de división de polinomios que considera de los polinomios sus 
coeficientes y/o constantes convenientemente asumidas. 


Horner invertido 
Es un caso especial que como su nombre lo indica se hace el intercambio solo de los coeficientes, de tal 
manera que la división se haga más simple. 


Criterio de resolución: 
* Usar este método cuando las constantes estén como primeros coeficientes. 
* Y lo principal: es que la división sea exacta no importa el grado de los polinomios dividendo y divisor. 


ax + bx? – 2х +4 


no es exacta, halla: 2a + b 
x^ — 3x + 


Ejemplo: si la siguiente división: 


Resolución: 
* Haciendo el procedimiento comünmente conocido, no olvidar completar con cero el término cuadrático: 


@|® b 0 -2 4 
43 | 


Operaciones muy 


=2 f 
laboriosas 


һо 
--ә----- 
[99] 
ajs 
+ 
ғ 
ы =, 


Ao 


y 
г 
1 
1 
П 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
\ 
` 


Respecto а los grados de los 
polinomios en la división, se 
cumple: 


[оу] > 90) > 1 
*[RO9] < ^[d69] 


Recuerda 


ordenados. 


Ejemplos: 
х +х-2= х3 40 +х-2 
---- a 


pleto y ordenado 


| Y 
хх? 2X 2 +24 x +0 
| 


completo y ordenado 
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* Empleamos Horner invertido: 


4 3 2 
Ox ш; SEO) _ 4х — 2х3 + 0х2 + bx «a 
y 2 - 3x +4 
Ox - 3x6 2) 


Recuerda 


El esquema de Horner: 


(DIVIDENDO 


Mismo 
signo 


І 
n 
i 
І 
1 
T 


ED (ED) 


Operaciones 
más simples 


De la zona del resto: Nos piden: 2a + b = 2(-4) + 11 = 3 
b-8-3=0=b=11 2.2а-һ-3 
a+4=0= a=-4 


3. Método de Ruffini 


No olvidar que el divisor binomio toma las formas: | ax +b o ax" b 
Si el divisor es ax" +b = hacemos: 


ax?! + 2bx + 2b 


__ а la suma de coeficientes del cociente es: 


Ejemplo: en la división 


Recuerda Resolución: 
* Completamos el dividendo: 


El esquema de Ruffini: 


(biviDENDO ) 


D(x) = ax?! + 0х50 + 0%%.... + Ox? + 2bx + (2b — a) 


Hay 51 términos Término independiente 

Д Observa los exponentes de x, aumentan de 1 еп 1 de derecha a izquierda. 
EET) 
(ED) 


* Luego; en el esquema de Ruffini: 


Coeficiente. 
principal 
.. del divisor 


ах?) + ax + а +... +ах+ 2b +a 
Cociente de 51 términos 


* Sumamos los coeficientes del cociente: 
Łcoef.Q(x)=a+a+a+..+a+a+(2b+a)=51a + 2b 


ПП TEOREMA DEL RESTO 


Nos permite obtener el resto de una división sin efectuarlas. 


Enunciado de Descartes: | Sea: 2 К una división polinómica = R(x) = P (#2) 


Regla práctica: 


1. El divisor igualamos a cero: ax + b = 0 2. Despejamos la variable: x 2 + 


b 
a 
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Casos a presentarse: 


Sia +b=0 => = +0 ii. Si аа” 6с= 0 > ах c bx? ^ ! 2 xc 
їй. Si: ax" + bxc 2 0 = ах" + bx = Fc iv. біх-уғ2-а- x+y=a-z 


3. Reemplazamos el valor de x; x^; ax" + bx" ^ 1; ax” + bx; x + y en el polinomio (dividendo) y efectuamos; el 
valor obtenido es el resto de la división. 


Ejemplo: 
x(x + 2)(x 2 3)(x - 5) +x + 20 


2 
іі; 


Calcula el resto de: 


Resolución: | | 

uu y 2 Is s el método de 
Regla práctica: Buscamos la expresión: x^ + 2x н пов el divisor es 
caso li: ax" + bx" с= x? «2x - 2-0 D(x) = x(x + 2)(х — 3)(x + 5) + x + 20 I. | l 

ienr] 2 = (X? + 2х)(х2 + 2x — 15) + x + 20 sel 
1. El divisor igualamos a cero: х + 2x - 2 = 0 | ДО 
| 

2. Despejamos la expresión: XY! 2x22 2 2 | леді (grado 4. 
3. Reemplazamos en el dividendo: R(x) = 2(2 — 15) + x + 20 = 2(-13) + x + 20 


=—26+х+20 S R(Q=x-6 


CD DIVISIBILIDAD 
Р(х) es divisible por d(x) < Р(х) = d(x)Q(x) = R(x) 20 
División exacta 
Teoremas: 
|. Si: Р(х) se anula para x = a: P(a) = 0 (x-a) Obseasiónes esses uh 
= Р(х) es divisible por (x — a): Ly iP En, cero o raíz de Р(х). 4 
; : em 


Il. Si: P(x) = (x – a)Q4(xX) = R() 20 
Р(х) = (x- ba) > Rx) - 0 raus QC eju c. (ge 
Р(х) = (х – c)Q4x) = R(x) 20 El proceso inverso también se cumple. 
ІІ. Si а! dividir ип polinomio Р(х) por diferentes Р(х) = d409Q4(X) + R(x) 
expresiones: d4(x), d,(x) nos da un mismo resto, Р(х) = а904х) + R(x) 
entonces al dividir dicho polinomio por el producto 
de ellos también nos dará el mismo resto comün. = Р(х) = 1(х)@(х)0(х) + R(x) 


IV. Si al dividendo y al divisor se le multiplica o divide por una misma cantidad o expresión, el cociente no se 
altera, pero el resto queda multiplicado o dividido por dicha cantidad. 


Sea: Р(х) = d(x)Q(x) + R(x) 
5 (22) = (aw + ( 


Ejemplo: 
Un polinomio P(x) de cuarto grado al ser dividido separadamente por (х2 +х+1)у (х2 — X + 2) se obtiene 
el mismo residuo (3x — 5), pero al dividirlo por (x + 1) es 12, calcula P(0). 


"— 


A los divisores se les llama 
i también factores. 


Resolución: 
* Delenunciado: En (2): P(-1) = (71  1)Q4(x) + 12 

Р(х) = (x? + х  1)Q4() + (3x — 5) =0+12 

Р(х) = (x? — x  2)05(x) + (3x — 5) Р(-1)-12 
• Por el teorema tres (111) de la divisibilidad: Entonces -4К-8-12-К-5 

Р(х) = (€ +x + 1)0é — x + 2009 + (3x — 5) ...(1) ken (1): 

4° grado 4° grado К Р(х) = (d TX 1)0é — X + 2) + (3x — 5) 

* Luego nos dicen: * Nos piden: 

шайы с. P(0) = (02+ 0+ 107—0 + 25+ (0) -5) 
* Reemplazando x = - 1: =10—5 

En (1): ^. P(0) 55 

P(-1) = (71) (71) (71) – C1) + 2 + 8(71)-5) 

P(-1) = 4k - 8 


ÁLGEBRA - TEORÍA UNIDAD 1 | 17 


Problemas resueltos 


Resolución: 
Recordar que una división es exacta => R(x) = 0 


Completamos el dividendo con ceros, luego por Horner invertido: 


En la zona del resto: 
b-7+16=0=b=-9 


а-8-0-а-8 

Nos piden: 

a-b. 9—(-9) 1r 
17 17 17 


Resolución: 


Segün el criterio se observa las constantes como primeros 
coeficientes, luego se aplica Horner invertido: 


6x? — 6x* — 13% — 6х2 — ax — b 


2x -2x-5 
2 | 6 -6 -13 -6 |-à -b 
+2 6 15 
+5 0 0 
2 
-4 -10 
з 0 1 -2 --, División 
ТІ > exacta (dato) 


Observamos del cociente: c = —2 (Término independiente) 
De la zona del resto: 
-а+5-4=0 ^ -b- 1020 
а-1 b=-10 
Luego: a + b + c = 1 + (-10) + (-2) = -11 
^. a+b+c=-11 
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Resolución: 


Completamos en forma abreviada el dividendo: 
D(x) = 4x? — 2x? + 0х23 + 0x2 +... + 6х2 + 2x -7 
-——————„—— 


25 términos 
"Los exponentes de x disminuyen de 1 en 1" 


Por Ruffini, consideramos solo coeficientes: 


25 términos 


XcoefQ(xX) =2+1+1+..+1+1+4+5 
м РІ ANS 


22 términos 
= 11 + 22(1) 
г. Ecoef.Q(x) = 33 


Resolución: 


Tener en cuenta que 512 — 2?, completamos con ceros los 
términos que faltan: 


2x-1=0|2 0 0 0 0 0 0 0 0|-1 
х-% 2». 9^ gP g* Л КЕ 


98.9! 98 39 A 2 2 91 1 


Xcoef.Q(x) =2 +27 + 20 + 25+ 2424224214 1 
Por cocientes notables: 


n 
— =P +1 


Luego, la suma de coeficientes tomaría la forma: 


9 
Xcoef. Q(x) = 5-4 = 512—1 = 511 


г. Ecoef. Q(x) = 511 


ED Halla el resto de: 


(4 — 3x 6)? 4 (y* 3х + 49 — 2х4 + 6x— 14 


E 


Resolución: 


Usamos el teorema del resto. 
Igualamos a cero el divisor: X-3x+5=0 
Despejamos la expresión: x' — 3x = —5 
Reemplazamos el valor de (хе — 3x) еп el dividendo: 
D(x) = (x^ – 3x) + 6)? + (х^ — 3x) + 4) — 2(* — 3x) – 14 
R(x) = (-5 + 6) + (-5 + 4)? — 2(-5) — 14 
249 + 44044 
-1-1-10-14--4 
V R(x) = —4 


B Halla el resto de: 


(у) = E 1) 
KaMe =k) 


Resolución: 


Igualamos a cero el divisor: x+y +z- 3 = 0 
Despejamos la expresión: x+ y =3 – 2 


Reemplazamos el valor de (x + y) en el dividendo: 
D(x) = (x+ у)? + (x + y)(2z — 1) + z(z — 1) 
R(x) = (3 – 2) +(3—z)(22-1)+22-z 

=9- 62 +22 662-3 222 +2+22-2 
Reducimos términos semejantes: 
ҚК()-9-3-6 
. К(х)=6 


El polinomio: Р(х) = x + ax? — 9х2 + bx + 49 al ser dividido 


entre (x 4- 1) deja como resto 60; además, al ser dividido entre 
(x + 3), el resto es 82; halla el valor de a + b. 


Resolución: 

Nos dicen: 

Р(х) = (x + 1)Q4(x) + 60 = P(-1) = 60 

Р(х) = (x + 3)0х) + 82 = P(-3) = 82 

Evaluamos el polinomio para: x = —1 ух = —3 

P(-1)2 (1) + а(-1) - 9-1)? +b(-1) 49-60-24) 

P(-3) = (-3)* + a(-3)* – 9-3)? + b(-3) + 49=82  ..(ii) 

Operamos adecuadamente y obtenemos de (i) y (ii): 
а-һ--19 ..(ii) (iv — iii): 8a = 8 

9a+b=-11 ME >a=1 Ab=-20 

г. a+b=1-20=-19 


ЕЭ Determina el valor де m del trinomio 3x? + mx + 9 con la condición 


de que al dividir este por x + 2 dé el mismo resto que la división del 
polinomio 2х3 + 3х+ 3 por dicho binomio. 


Resolución: 
De acuerdo al enunciado: 
3х2 + mx +9 = (х + 2)Q4(x) + R(x) 
2х3 +3x+3=(x+ 2)Q2(x) + R(x) 
Para x = —2 se igualan los polinomios: 
3(-2 + m(-2) + 9 = 2-2) + 3(-2) + 3 
3(4) - 2m + 9 = 2(-8) - 6 + 3 
124-9 - 2m = -16 - 3 
21 + 19 = 2m 
40 = 2m 
с. т = 20 


EP El polinomio Р(х) = me + n + px + q al ser dividido por (x + 2) 
deja como resto 10; pero al ser dividido por (x — 3), deja como 
resto 15. Calcula el resto de P(x) al ser dividido por (x — 3)(x — 2). 


Resolución: 
Р(х) = (x + 2Q4(x) + 10 2-1) 
Р(х) = (x — 3)0,(х) + 15 (11) 


Р(х) = (x + 2)(х – 3)Q4(x) + R(x) ..(Ш) 
La forma que tendrá R(X): 
К(х) 2ax +b (М) 
En (I) A (11): 
P(-2)2 10 ^ P(3) = 15 
En (1) ^ (IV): 
P(-2) = R(-2) = 102 a(-2) + b 
10=-2a+b  ..(V) 
P(3) = R(3) = 15 = 3a + b ..(VI) 
De (V) ^ (VI): 
Б-ба-а-1 
= = 12 
z. К(х) = х + 12 


| 10 7 Determina el valor de n, si: 
(xpo on 


7 , tiene como resto 20. 
X^ + 8х + 12 


Resolución: 
Igualamos a cero el divisor: х2 + 8x4 1220 
х2 +8x=-12 


Pertenece al caso ІІ: 
ax! + bxc 


Reemplazamos el valor de (х2 + 8х) еп el dividendo, buscando tal 
expresión: 


(x 4-44 2n 


> (х2 + 8x + 16)" + 2^ 


-12 
> (—12 + 16)" + 2" = 20 (dato) 
4^ +2" 20 
427-422 
ЕС 
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COCIENTES NOTABLES 


CD DEFINICIÓN DE COCIENTE NOTABLE (CN) 


Son aquellos cocientes que se pueden obtener en forma directa sin necesidad de efectuar la operación de la 


división. Las divisiones indicadas que dan origen a estos cocientes notables son de la forma: 
| Condición: para que una división sea exacta, el residuo 


debe ser nulo: | R(x) 20 


Propiedades: 


ny 4n , М . " Р 
1. En: Ха; el número de términos del cociente será п. 


х+а 
2. Si: LA". es un cociente notable, se cumple: ™ = 1. = n.° de términos del cociente 
бете ааа ia | 
xP + 


CD) FÓRMULAS DE LOS COCIENTES NOTABLES 


Primer caso: para n par o impar siempre es una división exacta. 


Ejemplos: 


E ON E 
(x-2 < 0x-2 ESE 
En el desarrollo de: | = х + x42) + х(2)2 + 2 = ++ ext 


= 42 «4x - 8 


Segundo caso: para n impar, es una división exacta. 


Ejemplo: 


7 7,097 
X +128 x +2 _6_,5 42,331 2494 1915 , 98 
т a TX x(2)-x(2-xQy -x(2) -x2) + 2 


= XÊ — 20 + Дх“ — 8x + 16x? — 32x + 64 


Tercer caso: para n par, es una división exacta. 


Ejemplo: 
8 8 58 
x” — 256 хХх-2  J 6 52. Mp3 у 31914 210915 6 97 
— „ “ттуу? Tx ata -2 
¿ + Епе! 1.“ caso, los signos : = x! -2x + 4? — 8х“ + 16x% — 32x? 64x — 128 
de los términos son: H 
= =+++..++ z 
b 3 i С TERMINO GENERAL (t,) 
; © En el 2.° caso, los signos : бе llama así a un término cualquiera del cociente notable (CN) y se representa por ty. La fórmula para obtener 
de los términos son: i n, n 
Ł=4+-+..-—+ i el término general de 2 2. es: 
d + : xta 
i* En el 3.% caso, los signos . 
¿ de los términos son: Donde: 73. 
Pato Тегі пак 1 к: lugar del término. 


x; a: términos del divisor. 
n: exponente que se repite en el dividendo. 
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А 


Ejemplos: 
x +a 


1. Dado el cociente notable: 


; halla el tc. 


Resolución: 


Vemos que tiene la forma de cociente notable, además el divisor es de la forma (x + a), como К es par, 


entonces: 4--х” aĉ- 1 = —xa* 
20 үю 
2. Calcula el t47 еп: 5 
X —y 


Resolución: 


Observamos que no tiene la forma de cociente notable, entonces lo transformamos: 


x2. у!80 _ (29. (59 
2 3 


x e X —y 


; donde n = 60 


Notamos que el divisor tiene la forma (x — a), entonces: t47 = + (X 


Observaciones: 
x HE ап 
ta 


Del cociente notable: 


1. Si n = n.° impar, entonces hay un término | 2. 


central (tc): 


ic — tn+41 |; n: número de términos 
2 


Ejemplo: 
Halla el término central del CN: 


19 + у 
ұғу! 
Resolución: 
Hallamos el nümero de términos del CN: 


1 2 
Notamos que n es impar, entonces: 
tc = tn+1 = 9+1 = tio 

2 2 


n 19 


Reemplazamos: 


te = tyg = 2X Ny) 


19-10, 2310-1 18 
(927 =- 


с--х 
stary" 


M EFECTUAR 


Grupo l: 


cocientes notables: 


х _уб | 4-44 
г х-у `х-4 
4 ,4 16 
аЬ 5, 16-х 
-o ДЕР 
à (3х) _1 xy —81 
ШЕНЕП ey -3 


Calcula el desarrollo de los siguientes 


Convención de signos 
* Si el divisor del CN es de la 
forma (х- a): 


n-kak-1 


siempre positivo 


>t=+x 


• Si el divisor del CN es de la 
forma (x + a): 


ЕЕ а 


(рага К impar) 


S aiio E =% t; =х®у® а= 2х". ак-1 


(рага К раг) 


Si n = n.° par, entonces һау dos términos centrales: 


lc = in ^ іс; = tn 
2 
Ejemplo: 


Halla el término central del siguiente CN: 


х2-у% 
Para aplicar la fórmula del tér- 


Resolución: mino general (tę), la división 
EI nümero de términos del CN: debe tener la forma de cocien- 
te notable. 
24 60 
п = 2 = = = 12 
2 5 


Notamos que n es раг, entonces: 
С-іпЛіс-іп, 


2 2 1 


ic — t12 2tg^tc— tSt 
7 ° gy 


Reemplazamos: 


= 6 = KPE Ate = AT 
30 


= x? y5 Ato x. y 


Grupo Il: Grupo Ill: 2005 
1. Indica el coeficiente del tercer | 1. Desarrolla el CN: Tm e indica 
16 = 
término: Sr el producto de todos sus términos. 
Xx = 
TE 2. Indica el quinto término del cociente 
2. Del CN: qup notable: 
2а%-1 а26 _ p3 
NES 
indica el coeficiente del segundo а-) 
término. 
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Problemas resueltos M 


КЕ Si la división: 
2 
y гї _ ya = 
pou y 


origina un cociente notable, indica los valores de m. 


Resolución: 
2 
х + Nm y" —13 
xi y, 


Se cumple: 


m+7 9m—13 m2 9m.,20—0 
2 2 ке 


Luego: 
m? — 9m - 20 20 
m -4 


“= cu 


(m — 4)(m — 5) =0 
“т-4Ут-5 


ED Halla el lugar que ocupa el término de grado absoluto 34 en el 
desarrollo del cociente notable: 


х0 _ y? 
ЕТТЕН y 
Resolución: 
x& _ y? _ (ж 15 _ (у? 15 
x — у? (x^) — (у?) 


Sea К el lugar que ocupa el término de СА- 34: 
t= (хќ 15 – К | (у? к-1 -у0-ж үж-2 


у 
СА = 58 — 2k = 34 
2k=24=k= 12 


ED calcula ab si el siguiente CN tiene en su desarrollo como 


56, 708 
{60 =X y " 
y 488 ж yb 


Resolución: 
74 74 
х!48а _ үрт» Е (e) Z (у?) 


х28 _ j” (e) Б (у®) 
Luego: teg = (x28 [ue (y - 1_ y5 "us 
28а = 56 -а-2 


236b = 708 2 b = 3 
Nos piden: ab = 6 


ED Simplifica: 
мх хх 1 


ОЕТ qx ex aed 


(к= 


Resolución: 
x6 — 1 

ТЕГЕ 0 _ 6%—1)(х + 1)(х — 1) 
x! +1 bé 09 +1) 
х +1 
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М- (x 4 6t — 064 — 1) 
бО) 


ВЭ simiíica: 
mo 4657—1512 57? +... +5) +5 
51-1 


Mox! -1 


Resolución: 
Ordenamos para formar el CN: 
ES + 51-3 + 51-4 ҮЗІГІ; 
51-1 
-1 
25s 
M= 5-1 B 
51-1 


М 


5n 
51-1 


n» Halla el término central del desarrollo del siguiente CN: 


*—3 _ уёк+з 
Resolución: 

п.° términos = --- - КЗ >k=4 

п.° términos = 2. = n.° de términos = 7 
Luego: 

еі з0-й1-4 

Hallamos ц: t,» G3) ^ (уу > и = xy" 


Calcula m para que la división: 


4m +4 5m 
3 Ой iente notable 
хт+1 ym-3" origine un cocien : 
Resolución: 
Si es un CN, entonces: 
о términos = 4M+4 = 5m 
n.° términos eu m3 
5m 
= 2m = 3 
Вт — 12 = 5m A nd 


ЕР Encuentra el 5.2 término del CN: 


T y? 
чы 
Resolución: 
_ 26 39 - 
n 2 3 =n=13 


t= b]? .[у°Ё ke 5 (impar) 


ТЕ 
=t = +[х?] [У] sod x ley? 


UNIDAD 2 


» ^ FACTORIZACIÓN 


CD CONCEPTO 


Es el procedimiento mediante el cual se transforma un polinomio en el producto indicado de factores primos. 


C3 CONTEO DE FACTORES PRIMOS 


El número de factores primos de un polinomio (factorizado) se obtiene contando los factores primos que se 
encuentran como base de una potencia y que contienen a la variable. 


Ejemplos: 
1. Р(х) = 9(x – 9) + 3)(7x — 2) 2. Н(х) = 9х(Х° + y) 1) + 3)(х + 5у)” 
Tiene 3 factores primos: 2 lineales Tiene 5 factores primos: 4 lineales 


1 cübico 1 cuadrático 


CB CRITERIOS PARA FACTORIZAR 


Criterio del factor comün y/o agrupaciones de términos 
Se aplica en polinomios donde todos sus términos tienen una o más variables y/o constantes comunes, se 
extrae el factor que está elevado al menor exponente en caso de no haber algün factor comün, se agrupará 
convenientemente tratando de que aparezca algün factor comün. 
Ejemplos: 
Factoriza 
1) A(x у) = у? — х2у + Тху“ — 10x2y 0 2) B(a; b) = а? + аф — 2a"b? — 2ab* + ab? + b 

= хуз — y + ху - 10y’) = (a + a?) — (2a2b? + 2а63) + (ab? + b’) 

= ада + b) — 2ab^(a + b) + Ба + b) 


= (a + b(a? — 2ab? + p?) 


Criterio de las identidades 
Consiste en aplicar los productos notables en forma inversa. 


|. Trinomio cuadrado perfecto (tcp) 1. Diferencia de cuadrados 
х + 2xy + y? = (x x y X - y! = (х + у(х — у) 

Ill. Suma de cubos ІМ. Diferencia de cubos Беса 
X y! = (х + y)0Ó — ху +y’) x -y-&k-y + ху + у”) 


Criterio del aspa simple 
Se aplica para factorizar polinomios de la forma: 


A(x) = DX" + Ех" + F B(x; y) = DXX" + Ехту" + ry? 
Donde: D, E, F £0 y {m;n} CIN 
Ejemplos: 
1. Factoriza: 2. Factoriza: 
H(x) = 18x? + 7x — 1 K(a; b) = За“ + 2aĉb — 21b? 
Descomponemos los extremos: Descomponemos los extremos: 
Н(х) = 18х2 +7x:-1 Kla; b) = 3а*+:2а207— 2162 
9х =f -2x | А a- D o» 3b sl, 
2x +1 9x за? -Tb -Таф | 
т de: 
2. Н(х) = (9х – 1)(2x + 1) 2. K(a; b) = (a? + 3b)(3a? — 7b) 
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Criterio del aspa doble 
Se emplea para factorizar polinomios que tienen la siguiente forma general: 


EV суту E R(x; y) = АХ" + BxMy" + Cy?” + Ох" + Ey + Е m;nez 
i Son llamados también: : 5226 : 

t términos fijos Procedimiento: 

E * Adecüa el polinomio a la forma general presentada. 

* De faltar términos este se completará por ceros. 

* 1.2 aspa simple entre: Ax?" y Cy?" 2? aspa simple entre: Cy?” y F 
e Тгағаг ип aspa grande considerando los términos: Ax? yF 

* Comprobar con la 1.? aspa simple el término: Bx"y" 

* Comprobar con la 2.? aspa simple el término: Ey" 

* Comprobar con el aspa grande el término: Ох" 


* Los factores serán las sumas horizontales. 


Ejemplo: 

Factoriza: Z(x; y) = 17y – 7 — 3x)y Феде 6y? 
Resolución: 

Tomamos en cuenta el procedimiento 

Z(x у) = 3! - 3xĉy — 6y? - 4x? + 17у -7 Aspas: 


(): (3®)(—2у) + (1х2)(3у) = -3x y 
КЕИ (0: (EN) (C20 070) = e 
jc KS Lone a U: (хв) + oon = 
Sumas horizontales: Z(x; y) = (3х2 + Зу – тух – 2y + 1) 


Recuerda 


- tte d | 

MAYOR EXPONEN | Criterio del aspa doble especial 

20)-4х зу — 3x - 1 | Se utiliza para factorizar polinomios de 4.° grado de la forma general: 
| 


G(x) = Ах + BÓ + Cx?" + 0х -E пе 


Procedimiento: 

* Adecuamos el polinomio a la forma general, si faltase algün término, este se completará con ceros. 
* Aplicamos un aspa simple con los términos extremos convenientemente descompuestos: Ax" yE 
* El resultado se resta del término central: Cx?” 

• Expresar la diferencia en dos factores y colocarlos debajo del término central. 

* Luego se aplican dos aspas simples y se toman los factores en forma horizontal. 


Ejemplos: 
Factoriza: W(x) = 8x + TX + 17x? + 2 + 18 


Resolución: 
Veamos segün el procedimiento: 


Como el término: Сх2" = 17€, el resultado de A1 nos 
P да 9х2, 
_ уу4 iQ. us 2% 
W(x) = 7x" + 18х° +:17х< 2+ 8х + 2 Entonces: 17x2 — ge = 8x2 


Faltará entonces: 8x? (cantidad a agregar). 


2 2 
HOS. "s 2x Descomponemos 8x? en dos factores en forma 
SS 9 n id КӘПІРЛЕР йе Шы que coincidan con los términos: 

mU. Bx zi y Dx = 8x 
(9x ; Así: 8х = (8x)(x) (Х)(8х) 
(2x). (2xyt4x) Factores posibles 
Verificamos: 
NEN! 3 2 Verifican las condiciones 
шыла ai De qtue (A2): (n&2x) +02) (0) = 18х3 | del aspa A2 y A3 > los 


АЗ): (4х)(1) + (2х)(2 = 8x términos están bien 
ness ES т? ы. descompuestos. 


Factores en forma horizontal: 
М(х) = (7х2 + 4х + 20€ +2x+ 1) 
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EP: PEU 


Problemas resueltos M 


ЕЭ Factoriza: 


Р(х; у) = 6x? — Тху + 2y? — 13x + Ty + 5 
¿cuántos factores primos lineales se obtienen? 


purum 


Р(х; y) = 6х2 — x 2y/- 13x Ty +5 
3x- " 


2X7 


= Р(х; у) = (3x – 2y - 5)(2x - y — 1) 
Se obtienen 2 factores lineales. 


ED Factoriza: 


Р(х) = 5x! + 8х -x-2 


Halla el producto de los términos cuadráticos de los factores 


primos. 


Resolución: 

Por aspa doble especial: 

Р(х) = 5x* + Bc +0 -х-2 
5x? s K 
x ae = _52 


—3%2 + 3х2 = 0х 


Falta: 3х2 = 3x(x) 

> Р(х) = (5х2 + 3х + 2) +x-1) 

Nos piden el producto de los términos cuadráticos: 
5x? , x2 = 5x 


= жй a 


bala el número de factores primos. 


Resolución: 

Agrupamos convenientemente: 

M = (x9 + х? + х8) + х – 1 

М-х (8 +x 1) + (х — 1)08 +х + 1) 
М = (к ex^ 1)68 +x- 1) 

2. M tiene 2 factores primos. 


ED ¿Cuántos factores pitice, Ше presenta el polinomio: 


P(a; b; с) = (a? — b? — c — 40202? 


Resolución: 

Pía: b; c) = (a? — b? — с2)? — 4c?p? 

= (a? — b? — ec?) — (2b0)? 

= (a? — b? — c? + Љо) (a? — b? — c? — Љо) 

= (a? — (b? + c? — 2b0)) (a? — (b? + c? + 2bc)} 
= (a? — (b - e^ fa - (b + o 

= (a +b – c)(a — b + cj(a + b + c)(a — b – с) 


El polinomio presenta 4 factores primos lineales. 


EP Factoriza: 


BE 


(x — 5y)? – 3(х— 5y) — 18 


Resolución: 
Aplicamos el método del aspa simple: 


(x — 5у)2 — 3(x — 5y) - 18 


(x — 5y) - 6 — 6(x — 5y) 
(x — 5y) +3 3(x — 5y) 
—3(x — 5y) 


z.B = (х – 5у – 6 )(х – 5у +3) 


B Halla la suma de los términos de los factores primos lineales de: 
Р(х) = x(2x + a + b) + a(b — a) 


Resolución: 
Р(х) 2 x(2x + a + b) + a(b — a) 


Р(х) 


2x? + (a + b)x + a(b — a) 


E a s 


= (2x + b — а)(х + a) 


Nos piden la suma de los términos: 
2x+b-a+x+a=3x+b 


Factoriza: 


Е(х) = (х + 190% — 1) – (x + 2)(х + 3)(x + 4)(x + 5) 
Resolución: 

F(x) = 1- [к + 7х + 10)? + Tx + 12)] 

F(x) = ж, + 7х + 10)7+ 20€ + 7x + 10)] 
F(x) = x6 - [pé Tx + 10)? + 208 + 7х + 10) + 1] 
F(x) = (х3)? — (х2 + 7x + 11)? 

F(x) = (х + х2 + 7x + 11)08 — x* — 7x – 11) 


ЕР» Factoriza el polen. 
M(x) = x  7x* — 8х 
E indica la suma de sus factores primos lineales. 


Resolución: 
М(х) = x(x + 7 — 8) 


М(х) 
М(х) = 


x ЫС 
x -1 


= xo? + 8) — 1) 


x(x + 208 — 2x 4) (x — 1) x2 +x+ 1) 


factores lineales 
primos 


г. У factores primos lineales: Зх + 1 
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MCO - 


МСМ Y FRACCIONES 


ALGEBRAICAS 


Recuerda 


y) ^ B(x; y) 
jones primas entre sí 


MCD(A(x; у); B(x; у)) = 1 


y 
IMCM(A(x, у); B(x; у)) = Абс y) . В(х; y) 


2. Dadas las exp 
B dependientes de 


nes: Ау 
xey. 


| MCD(A; B). MCM(A; B) =A. B | 


0 


Observación 


1. Las part 
algebrai 


А(х) 


B(x) — Denominador 


es de una fracción 


ў Tc 


CD MÁXIMO COMÚN DIVISOR (MCD) 


El máximo común divisor de dos o más polinomios es el polinomio de mayor grado y mayor coeficiente numérico 
(prescindiendo de los signos) que es factor (o divisor) de los polinomios dados. 


Procedimientos para calcular el MCD de varios polinomios 

a) Descomponer los polinomios en el producto de sus factores primos. 

b) EI MCD es el producto obtenido al tomar todos los factores comunes elevados a la menor potencia con la 
que entran a formar parte en cada uno de los polinomios. 

Ejemplo: 

A(x y) = 2°3(х — y lx + 2y)? 

B(x y) = 23%x – yy (x + 2y)? 

C(x; y) = 3%x — у) (х + 2y) 


MCD (A (x; y); B (x; у); C (x; y) = 34x — у)2(х + 2y) 


CD MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO (МСМ) 


El mínimo común múltiplo de dos о más polinomios es el polinomio de menor grado y menor coeficiente 
(prescindiendo de los signos) del cuál es factor (o divisor) cada uno de los polinomios dados. 


Procedimiento para calcular el MCM de varios polinomios 

a) Se descompone cada polinomio en el producto de sus factores primos. 

b) El MCM es el producto obtenido al tomar todos los factores comunes y no comunes, elevados a la mayor 
potencia con la que entran a formar parte en cada uno de los polinomios. 


Ejemplo: 

М(х; у) = 23%x — y (x + 2y)? 
N(x; у) = 2333(х — yx + 2у)? 
Р(х; у) = 3 — у) (х + 2y) 


MCM(M(x y); N(x; у); Р(х; y) = 22. 3x — yx + 2у)? 


ПП FRACCIONES ALGEBRAICAS 

Fracción algebraica racional 

Es una expresión que se puede escribir como el cociente de dos polinomios. 

Ejemplo: 
3x—5 

X? — 6x +1 


x +3 
х^—2х—1 


son fracciones algebraicas racionales. 


Clases de fracciones algebraicas 

A) Fracciones equivalentes 

Propiedad fundamental: el valor de una fracción no se altera si se multiplica o divide el numerador y el 
denominador por una misma cantidad, siempre que esta sea distinta de cero, en estas condiciones las fracciones 
se llaman equivalentes. 


Ejemplos: 


x42 
x—-3 


, Siempre que (x + 7) sea distinto de cero; es decir x Z —7 


1. Si se multiplica el numerador y denominador de 


(--2/(х--7) _ х2 +9х+ 14 
(х – 3) (х +7) y .4x—21 


por (х + 7), se obtiene la fracción equivalente: 


х2 + Mx + 45 (х + 9)(x 5) 
Si dividimos su numerador y denominador por (x + 5), siempre que (х + 5) sea distinto de cero, о bien, x 4 —5, se 


obtiene: X+ 7 
х+9 


2. Análogamente, de la fracción: se puede expresar como: 


La operación de dividir por un factor comün al numerador y denominador recibe el nombre de simplificación, y 
se indica tachando el término comün; así: 


(х+7)(х5) хат 
(x95) х-9 
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В) Ғгассібп ітргоріа 
Es cuando el grado del numerador es mayor о igual 
que el grado del denominador. 


C) Fracción compleja 


expresión fraccionaria. 


Ejemplos: Ejemplos: 

12x, 2x +3, Xy! + Зху - 2х x ——- 2 
-4 2x-T! 2 1 1 2 1 

ж-17 2x-T' xy-5y+2x Ше IFS 3x x 


D) Fracción de valor constante 
Cuando asume el mismo valor numérico para cualquier sistema de valores asignados a sus variables. 


2 2 
Si: A(x; y) = Жш ай es una fracción de valor constante. 
М, х + №, ху + Ry 
Se cumple: 
М. М . P . valor constante de A 
M N Р | 


Operaciones en fracciones algebraicas 
A) Suma y resta de fracciones algebraicas 


1. Igual denominador 


En este caso se realiza la suma algebraica de los numeradores y el denominador es el denominador comün. 


Ejemplos: 
3x 
х-у 


X-y х-у х-у х-у х-у у-х 


__1їх_\_2х __х__3х-7х+2х-х_(3-7+2—1)х | -3x _ 3х 
х-у 


10 — 2x1, х. 2х1 _ 10—(2х+1)+(х9#+2х+1) _ 3410 


x-10 х-10 х—10 х—10 © x- 10 


2. Distinto denominador 
Se transforman las fracciones en otras equivalentes que tengan un denominador comün. 
El denominador común de varias fracciones es el mínimo común múltiplo (МСМ) de sus denominadores. 


Ejemplos: 
‚5_1 x. 5010) – 2201) +54) _ 5х* 2x? 4 50 
x ох 2 108 108 
2 xad 10 _ (3х—1)(х+1)+10х _ 3x? +3x-x-1=+10x _ 32 12x - 1 


WED K- NKE) x(x- 7) (x+ 1) x(x— 7) (x+ 1) x(x — 7) (x+ 1) 


B) Producto de fracciones algebraicas 


El producto de dos o más fracciones es otra fracción cuyo numerador es el producto de los numeradores, y 


cuyo denominador es el producto de los denominadores. 


Ejemplo: 


C) Cociente de fracciones algebraicas 


El cociente de dos fracciones es otra fracción que se obtiene multiplicando la fracción dividendo (o fracción 


numerador) por el recíproco de la fracción divisor (o fracción denominador). 


Ejemplos: 

. _100 £u. 100 =” ___10% 
x-9 Х43 \(х=З(х—3)/\х?+1) (-3025-1) 

‚ азға. а-а? _ Bea а2-2а+1 а(@ +1) (a-1) -а 11,1 
а-а adi аа. а =a? a(a-1) a^a-1) а? a? 


Cuando al menos uno de sus términos es una 


Ten en cuenta 


* Los tres signos de una 


fracción: 
Signo del 
^ X numerador. 
өм | 
ON E 
Signo 4де! : 
denominador. : 


Signo de la 
fracción. 


Se pueden alterar dos 
cualesquiera de ellos 
simultáneamente sin que : 
varíe el valor de la fracción. : 
LEY SN Жел; 
2х=1 A). V=; 


Si a una fracción no se le 
antepone signo alguno, se 
sobreentiende que esta es 
positiva (+). 

4х-у 4х-у 


x+y х-у 

* Considera también: 
EU I BELLA 
B - В 
AZ А 

-В В 

ый „мй 

B B 


Ejemplo 
-i x1 
XLS 
Qao 3] 
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Problemas resueltos M 


EP Halla el MCM de: 


Р(х) = (x + eA 3n 
alx) = (x + Mx — 2)(х + 3)" +! 


Resolución: 

Factores: 

(x + 1); (x - 2; (x + 3) 

Para hallar el MCM escogemos los factores con su mayor 
exponente; veamos: 

MCM(P(x); О(х)) = (x + 1)1999 (х — 20 (х зу! 


ED Calcula el MCM de: 


A=2x yz 
BÆ ax y? 
с-4у 
Resolución: 
Primero calculamos el MCM de 2; 3 y 4: 
2 3 412 
13 2|2 
: ! ? > MCN; 3; 4) - 2.2.3- 12 


Luego, escogemos cada una de las variables con el mayor valor 
de los exponentes: 


MCM(A; B; С) = 125% 


EÐ Haila el МСМ de: 
A(x) (КЕТШ – 1)(х + 2) 
B(x) = (х— 1)'%(х + 2) 
Da como respuesta la suma de exponentes de sus factores. 


Resolución: 

Aplicamos la definición del MCM y escogemos cada factor con su 
exponente de mayor valor: 

МСМ(А(х); В(х)) = (x + 1) 9x — 4)'0x + 2)? 


2.100 + 10 + 3 = 113 


ED El MCD y el МОМ de dos polinomios son respectivamente: 
MCD(A; В) = (2x + 1)(x + 4) 
MCM(A; B) = (2x + 1)(x + 4)(x + 2)(x + 3) 
Si uno de los polinomios es: (2x + 1)(x + 4)(x + 2) 
Halla el otro polinomio. 


Resolución: 
Sean los polinomios A(x) y B(x), por propiedad: 
MCM(A; В). MCD(A; B) = A(x) . B(x) 


Reemplazamos: 
(2x + 1)(х + 4)(х + 2)(x + 3)(2x + 1)(x + 4) =(2x + 1)(х + 4) (x + 2). B(x) 
MCM(A; B) MCD(A; В) 


-. B(x) = (x + 3)(2х + 1)(x + 4) 


ES Simplifica la expresión: 
_ (x a b с)(х+а+0 + 0) – cd 


К (Xa b-Ec-rd) 


Resolución: 
Hacemos que: x - a - bz п 


(n + c)(n + d) — cd 
(n4 c4 d) 


Luego: R = 


n? + (c + d)n + cd — cd 


Efectuando: R = rod 


nê+(c+d)n n(n+c+d) | 
(n+c+d) (П-с-а) | 


Сото: п=х+а+рЬ 
7. В=х+а+Ь 


ЮЭ 5\трїїса: 
т= tti V x-1 
ЕТА X1 


Resolución: 


т Х+7х+12 | x- 1 


xXi«5x«4 Х+1 


_ (xx 4x3) Zi 
am 


q=X+3,x-1_x+3+x-1 
Xx+ x+ x+1 
т-2*х+2_ 2(+1) , 
Хх +1 х +1 
Т=2 


ED Simplifica: 
p. GC - 3x - 4)o8 — 5x +6) 
(х2 — бх + 8)(х2 — 2x – 3) 


Resolución: 
E- (x — 4)(х + 1)(x — 3)(x — 2) 
(x — 4)(x — 2)(x — 3)(x + 1) 


VE 
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РОТЕМСТАСТОМ 


CD FACTORIAL DE UN NÚMERO 


Es el resultado que se obtiene de multiplicar todos los nümeros naturales en forma consecutiva desde la unidad 
hasta el nümero dado. 


Notación: 


[п ó nl] 


Se lee: “factorial de n” o “n factorial” 


Ejemplos: 

[3 =31=1.2.3 

|5 -51-1.2.3.4.5 

[90 -901-1.2.3... 89.90 

En general: 

[n = м=1.2.3... (п – 1). nneINAnz2 


© NÚMERO COMBINATORIO 


Se define como el nümero total de grupos que se puede formar con “п” elementos tomados de “К” en “К”, de 
modo que los grupos se diferencien por lo menos en un elemento. 


TRU PUES А n. n! 
Definición matemática: si n > k, entonces: | Сұ т кю -WK 
Ejemplos: 

1 cè = 3! = 321 =3 
1121 24 
то 70! 706998 _ 
2 Св= G8 ^ 71. ы 


Regla práctica: 


"К" factores 


_ n(n- 1)(п — 2)...(п—(К— 1)) 


1.2.3 ...k 
"К" factores 
Ejemplos: 
4 factores 
8.7.6.5 100 _ 100.99.98... 4 
1. С4 = 12.3.4 70 2. Со 123.97 161700 
—— 
4 factores 


CB PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS COMBINATORIOS 
II. Propiedad complementaria 


Ejemplo: 
© = c7 = 3739. — 66 


|. Suma de combinatorios 
Ck + Ck+1 = Ort 


Ejemplo: 
б CP +C = C 


ШІ. Degradación de índices IV. Igualdad de números combinatorios 


n. pm 
Ambos índices: | Ch = 101-1 


2 


Observaciones 


(N). 
Donde: 
-7 no existe 


9  :noexiste 


/11 : no existe 


3. Por con 
Por defi 


Esto NO implica que: 


4. Si |m - 1 
D 


5. Si:|m =|n, Ym, nem 


-E 


“ Número de combinaciones 
de “n” elementos tomados 
de “k” en “К”: CR; "Ck „Ск 

* Resultados importantes: 


Donde: kers Cn- fne Z* : 
іпаісе superior: V 2.045. 34 -nneZ'-(1 
күй = e ы 
Índice inferior: (1-4 1 Се C, is, 

Ejemplos: us v Qx-1)- (x42 2, 
X= x= 
161-209 205-20) 303-106) z. CS ={2;3} 
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CB BINOMIO DE NEWTON 


Analicemos el desarrollo del binomio (x + a)" ; n € IN 


Desarrollo del binomio con exponente natural, n € IN 


Atención 

(ға) = х+а= Cix+Cla 
(«+ a)?= х2 + 2ха + à? = C2X? + С{ха + С2а? 
(x + af = х + Зха + 3xa? + a? = Cox + C2x2a + Cóxa? + СЗа? 
(x + aj! = ха 49а + 6xZa? + 4xa + a^ = Cox + С?х?а + Cx? a? + С{ха? + Chat 
(хана) A o e Dan 

ъз > ——є——-———Є—Є—Є—_ 

Desarrollo o expansión del binomio. 

En general: 


Triángulo de Pascal 


ara? = 1 
(х + а)! = 1 
(х + а)? = 1 2 
(х+а) = 1 3 
ara! = 1 4 6 
«ra? = 1 5 10 
Recuerda «ra? = 1 6 15 20 
Cálculo del término general 
t, ,4de (x + а)" 
Fórmula del término general: 
Donde: 


Observación 


Posición del término central 
Dado: (x + а)" 


1. Cuando n es par existe un término central. 


Ga 


те No olvidar que "n" es el exponente del binomio: (х + а) 
Observación 


Ejemplos: 
1. Halla el término central de: (х + 2) 


Resolución: 
(х + 2) < par 


> Ya. 1) : término central 


2 


ц= 6.1 = po 


6.5.4 3 
це 123.8 
t, = 160° 


n 
(x-- a) = NO a 
к=0 


Es la forma práctica de deducir directamente el desarrollo del binomio. 


К + 1: lugar del término pedido 
n: exponente del binomio 


. Cuando n es impar existen dos términos centrales. 


er) ^ vite 


. Halla en término central de: (х — 3)" 


Resolución: 
(x А. 3) —» impar — 2 términos centrales 


^ (ағ) ^ (ta 


| términos centrales 
2 2 


Hallaremos el tz: 
lg— t4, 4 = +С) x 74,9 


1.6.5.4 324 
LEN AM EE 


^. = te = 2835x* 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
Dado el binomio: (Oy + x23)? 


"= 08 Cy? Xy)" 


= соу) (бу?) 


а= Си (у) - ey)" 


tis = С (Cy) y)" 


23,42,14 18,27 23,27,9,28, 42 
10= Сбх уху tis = Cux y x^ y 
- суу! t = CES yt 

Piden: 

28460 41 23,5 
tio Сбх N to _ Cox 
s^ Субу — й С29у10 

“.. 
bs уб 


Resolución: 
Dada la igualdad: 
Cg +4C9 + 6С + 4С + С» = C; 


Cg + Cg +3Cg + 6C + 4С + С? = Су 


Desarrollamos el primer miembro; aplicamos la siguiente 


propiedad: 


n n _pn+1 
Ck + Ck+1 Ска 


eU 4 3000.4 С) еее 


= Су + ЗС! ЗСТ + Ch 


= Ср С e2(0 СП 


= С +201 Ср 


т+2 т+2 т+2 т+2 
= Cio + Си +С + Cro 


. pm-43 т+3 pm+4 
= C + Ср“ = С 
‚ст+4 n 

Luego: С = C5; 


m+4=n=12+27 


=n=39 
m+4=39 
т = 35 


Nos piden: п + m = 35 + 39 = 74 


yam оа 


Resolución: 
Р(х; y) = (х + у)" 
Dato: Xcoef. Р(х; y) = a 1) 


Sabemos que: 
Ecoef. Р(х; у) = P(1; 1) = 2" 


Luego: A) =2 > 25 k- Saz 
к=1 kz1 
21+2+3+..+п)-(1+1+..+1)=2 
— m 
n términos 
=2 
=4 


< | 


п(п+1)-п=2 > #2. | 


Nos piden el mayor coeficiente: 

-эП-4 

Luego: 

(xy = cox + C xy + Cx y! + Cia” + Ely 


El mayor coeficiente es: 


ci- [4 _43%2 6 


212 1212 


Resolución: 


Encontramos el patrón de cada término para reducir la expresión 
M. 


Veamos: 

91-8! , 8!—7! 21-1! 
Шке ы ша: 
(п+2)!-(п+1)! _ (n+2)(0+1)n!- (п + 1)n! 

n! Е п! 


= (n4 2- 1)(п + 1) = (n + 1)? 
Reemplazamos еп М: 


М= 82 +72 +... + 12 


сео; с 
Suma de los cuadrados de 
los "К" nümeros. 


m= есен. conk28 


м= 8.9.17 _ 204 
б 
-.М-204 
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RADICACIÓN - RACIONALIZACIÓN 


— E d RADICACIÓN 
ЖЕСТ ¿ Ез aquella operación matemática que consiste en obtener una expresión llamada raíz conociendo otras dos 
ind denominadas índice y radicando. 
2п + T — 


Donde: 


ELA j n: índice: n EN; п> 2 
dut LIE жесі niii n a: radicando o cantidad subradical. 


d ou s J b: raíz. 
Tipos de radicales 
Radicales homogéneos Radicales semejantes 
Recuerda Estos se caracterizan por tener el mismo índice. Estos tienen la misma expresión subradical y el mismo 
NT p г ; . índice. 
“ Los siguientes teoremas: Ejemplos: 
Ejemplos: 
PES в 47/3. 270; Le son homogéneos de índice 7. 
а" = Va" (ay {2 а»; O 


еме ‚ 2 :49/7 :3Ix son homogéneos de índice 3. o кн — 

Expresión subradical igual a 3х e índice 9. 
a/b Pr - abc /p 

| Radicales dobles 

Son aquellos que se caracterizan porque dentro de un radical, se encuentran otros radicales relacionados con 

las operaciones de adición o sustracción. 


Transformación de radicales dobles a simples. 
No siempre se podrá transformar los radicales dobles a simples. Estudiaremos el caso más usado con los 
correspondientes requisitos para dicha transformación. 


Radicales de la forma: 4A + 4B 


Ejemplos: 
ќгоаисіг factores en una 
raíz: | (72-45 — [1-422 -45 (72—45 2] | Jl- 
г — 1. AFA = 7-417--45 6 - iT -45 7-/49-45 (10-45 45 1-09-65 45 
índice que tiene Іа raíz. | _ [1+2_ /7-2_ /9_ [5 
Veamos: Е 2 2 v2 2 


о Rm 


2 f9« AT 94817, [9-49-17 „кеп е Саи 
2 2 2 2 
9+/64 , [9-/64 _ [9+ 
EE. EE. et. Г, Т 
ЕН E S Н 
94 4/17 = 7 -үт 
Caso práctico: 


4(A-B) £2/AB = МА £ /В;А> B 


Ejemplos: 


1. 474440 =47 +2410 = (5 +2) 245.2 
547-410 = {5 +42 


2. {10— {84 = 410 2421 = (7 + 3) - 247.3 
-~ 410-484 = (7 -43 


4-3 (аз) a(b? P bod 
= ab?c3yabd 
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A 


CB RACIONALIZACIÓN 
Es la operación mediante la cual se transforma una expresión cuyo denominador es irracional en otra 


equivalente, pero con denominador racional. Para esto se multiplica ambos términos de la fracción por una 
expresión llamada factor racionalizante (FR). 


Factor racionalizante (FR) 


Es la expresión irracional que multiplicada por el denominador irracional lo convierte en una expresión racional. Para los casos en que el 


exponente sea mayor al 


Racionalización de denominadores monomios: А[в° А>С | í 


Multiplicar el numerador y denominador de la fracción por el FR: 


АБАС igual a un múltiplo del índice, 


Ejemplos: | ABS C>A 
E LE E т) Е вв FR: АВ 
ме че 97 : Г . Donde: 

o 
k=A 


2 a?b?c? Е a?b?c? (салала |- a? b?c? 4 a? p3e6 - abc? 727556 . Observa el ejemplo 3. 
1{а5ъ?е T [45526 тат 5p! - 297-1 abe e І 
7 apê а5р8 4 [416-13 24-23 _ азр? 4/43 Е a5bê Ya b 
5,8 4/23 
_а Е a b ab? Yab 
a'.b 


Racionalización de denominadores binomios 


AB -?^[C: A € N 
Multiplicar el numerador y denominador por el FR: | ?^/B FNC 


1.2 forma: 


Ejemplos: 
16 _ 16 45-1), 03-7 HAN ат. Е 
i 18-1090 ШЕГЕН (P) 1)(УЗ +1) | — Observación | Observación 


Para la 1.2 forma de 


. racioni 


5 тылы СЕ, {Т 45) placa Шы 


Que ве puede adecuar a: 


х- \ 
4 | (A/B +2А/б)(2А/В x?^/c) | 


=^А/в-^А/С | 


Multiplicar el numerador у denominador por el FR: ЗА/Һ2 +ЗА/ВС + ЗА[С2 


2.? forma: 


Ejemplos: 
, 5 ___5 ¡E зраз 
34-92 4-32 906 +308 +34 (3/45 3/2) 
E $9 « 22 +%/4) 
кен жн. sao уб | E ЛЕ + УЗ) (з DYE? 
2. Vg. A ala = (3/25 - 3/15 + 3/9) 


= 325 – 3/15 + 3/9. 
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Problemas resueltos 


Resolución: 


Resolución: 
Transformamos a radicales simples: T 4 
2 ——— 
T лый mea 128-1613 
Ут т M=— 1 
/m Y 2 4428 -2x843 
«(2 > .М-12-1 
/m M = 1 


1428 — 2416.12 


= 
| 
| 
| 


BEEN — PE 
Resolución: 4A6 — 412 4-243 (3 +1)—2{3х1 


Realizamos la transformación a radical simple: М- 1 =0,5(/3 +1) 


2 rada |7472 48 (43-1) (13 +1) 
в-ү--% 2 _ 


-.B244-43-22-48 Resolución: 
B- [2547 ITE ТЖ 
B= {2{7+22 - {7 +2472 


Resolución: 
Racionalizamos ambas fracciones: B= y2 (43) 2/43 —{{(9 +8) + 2098 
0081003. sor E uy B = [2(44 + 43) – 419 + 18 
mm) E (44 + 43) — 449 + 48 

48 ng қ г B= /22-43)-143-242 
=P „454 | = (43 + 427) = (43 +343 
n (E BE: | ныш =н B= {4+2{3 —43 24/2 
A= (4/3) 2 А-48 B- [(3++1)+2431 —{(2+1}+2{2Т 
Rediice B= {3 +1-(42 +1) 

B- 43-42 


Resolución: E 
dU OMNE NN 
411 — 2428 16 + 2463 Resolución: 


3 e 2 243 + 45 — ЇЗ + 148 
(7 +4) - 247 x4 (9+7) - 249 x7 
= 243 + 45 — (12 +1) + 2412.1 


Pasamos a radicales simples: 


ОУ эшш 2... = 24a «45 - 2 —1 
T-a mu и 
Racional | = 243 +44 -243.1 -2/3-408-1)-243Л 
acionalizamos: 
37%) , 20-47 = A3443 —1 2242448 ={22.2+2°{3 
{ҮТ —2)({Т +2) (3+ 47)(3– 17 
Ді | Ж | | = J8 +443 = {8+2{2?.3 = {8+246.2 
+2) 28-47) & » 
3 7 = = 46 + (2 
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NÚMEROS COMPLEJOS zu 


СО CANTIDAD IMAGINARIA 


Es el nümero que resulta de extraer la raíz de índice par a un nümero real negativo. 


Ejemplos: 


- 4-8 -494/-1-8 


.У-2-У2У-1-/2і 


Propiedades 


2. | (14 if 22i (1-1)? = —2i 


3. | (14i (1-) 24 6. [1+ 


3 


++ i" 20inemN 


Teoremas 


: donde k € Z* Resolución: 


Segün el teorema: 


= :—1286 1286 1286, 442. 2 
Ejemplo: calcula: 171296 і = (1) 29129 = +1 == 1 


({+г#= 4+1 ;aeNrez 2. Са 1199981113 


Ejemplos: Resolución: 


" Verificamos la multiplicidad respecto a 4 del 
. Calcula: i 


exponente; tomando las dos ültimas cifras: | e 
- o o Se cumple: 
Resolución: 13=124+1=4+1 х 


Del teorema: Luego: | 2-4azZacm | 
7-(4-1/-4-(-47-4-1-4 195861113 24810042; - = 
t -(4-4 =4+(4=4-1=4+3 i ¡tt =] [ER 
Е AA 


P" 
3. Calcula: 2 


— 


Resolución: 


Ba (20-2) (4-2) 4-2? +4141 


ОЈ NÚMERO COMPLEJO 


Se llama nümero complejo a todo par ordenado (a; b) de componentes reales, el conjunto de los nümeros 
complejos es denotado por C. 


Notadón[ z=(a:b)=a+biaybe¡R Al número “a” se le llama parte real de 2: a = Re(z) 
Al número “р” se le llama parte imaginaria de z: 


b = Im(z) ia 


* Usamos la letra C para 


ПП COMPLEJOS ESPECIALES : designar al adds de los 
: numeros complejos: 
Opuesto de un complejo : E : 
De la forma cartesiana: z = a + bi; se define el complejo opuesto de 2, denotado por: z* como: i C=fiz=a+bianMbeR) | 
я z E * Al número complejo: z = a + bi E 
i sele conoce también como:  ; 
Ejemplos: i forma binómica о : 
` : rtesiana del lejo. 
'z=3+5 > z--3-8 = V3 -i > R'=-/3 +i тозо 
' H- di 2HW--li * E2101 > E*=-101 
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Observación 


Del binomio: z = a + bi 


Complejo nulo 


Si: a + bi = c + di 

ж а= слб=а 

бе Пата: 
Complejos iguales 


M>0 y N>0 
Esta propiedad no se 
cumple para los números 


T = VZ 1 /M V- 
=i/Miv/N 
= (- )/ MN 

== /MN 


i El afijo de un número : 
i complejo se representa por un | 
i par ordenado formado por la 

i parte real y el coeficiente de la : 
i parte imaginaria. і 


: Al plano complejo se le Пата 
i también: 
: Diagrama de Argand 


Conjugado de un complejo 
Son aquellos que tienen la misma parte real e imaginaria, pero su signo es contrario al de la parte imaginaria. 
De la forma cartesiana: z = —a — bi; se define el complejo conjugado de z, denotado por z como: 


z--a-bi 
Ejemplos: 
* z=3+10i > z-3- 10i e J=-10+ /3i = J=-10- 3i 
* A-3i > A- 3i “М-3-М-3 


Propiedades del conjugado: sean z, y z; € С 
1. z 2z = z4 es complejo real 6. 21.254 52,. 2, 


2. 23 = 2; = 2; es imaginario puro 7. (P) - (ғ), пет 
8. (yz)= YZ, yne N 
4. 2 = Zo = 2 Іт(2:) ——— > 
9. (2)= Zi; vz, # (0; 0) 
2 
2 


3. z4 +z; = 2Ке(2)) 


CD OPERACIONES CON NÚMEROS COMPLEJOS 
A partir de los complejos: z4 = a + bi y z; = c + di, definimos: 


A) Adición 


Z4 +Z = (a +c) + (b + 0) 


C) Multiplicación 
Z4.25- (ac — bd) + (cd + |с)! 


Ejemplo: Ejemplo: 
e (7 +21) + (-3 + 10i) e (2 - 51)(1 + 2i) 
(7 — 3) + (2 + 10) (2.1-(-5).2)+ (2.2+(-5).. Т 


4 + 12i 12-i 
B) Sustracción D) División 
Z4 — z = (a — с) + (b — dj 4 _ac+bd , /bc-ad\; | . 
| —_ a кы Мс аш 
Ejemplo: 

e (1-i) - (20 + 3i) = (1 — 20) + (-1 — 3Ji Ejemplo: 
--19-4і 1+i_11+1(-1) O _. 
"pem s 28| = ізі 

[o 14-(-1) 15-(-1) 


d REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE UN NÚMERO COMPLEJO 


Todo nümero complejo, se puede representar por puntos en un plano, llamado plano complejo. 


Im(z) Argumento (0): Arg(z) 

Es el ángulo generado por el radio vector al girar en 
sentido antihorario desde el eje real positivo hacia un 
punto cualquiera del radio vector. 


Del :&sombreado: tano = 5. 


Ө = arctan( >) 
a 


y al valor que cumple: 0 < Arg(z) < 2л se le llama 
argumento principal. 


Polo 
oz : radio vector del complejo z 
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Ё 
& 


v 


A 


MÓDULO: |2| (VALOR ABSOLUTO DE UN COMPLEJO) 


El módulo nos representa la magnitud del radio vector del número complejo. 


г-Ш-Уа? + b? 


* El argumento principal de 


Propiedades: sean 2; Z4; 25 € С z se puede expresar en 
grados sexagesimales o 
1. |gz0 vzec 6. [Iz — [21 S [zi — zal radianes. 
2. == 7. Re) < Iz]: Imi) < [z| 
= 2 
а 8. [zza = [41251 ТӨРІ 
7.7 lzlz | • Al argumento "0" también 
P E 1. z;| #0 9. |= А"; vnem se le denomina ángulo 
2) Р] polar o amplitud. 
10. [Yz |2/|z ; vne iN, nz 2 (r; 0) Ајо 
5. [z + Zo] < [z4] + [Zo] В 
Polo / 
FORMA POLAR O TRIGONOMÉTRICA DE UN NÜMERO COMPLEJO © : тант 
je polar 
Del k&sombreado: z = (a; b) = a + bi = rcos6 + (гѕепӨ)і 
Luego, la forma trigonométrica de un complejo será: 
z = [z|(cos0 + іѕепӨ) = rciso 
0: argumento principal del complejo 2. 
Propiedades: 
1.| |cis0| 2 1 
2. |cis0, x cis05 = cis(04 + 07) 
r: radio vector сіз6 
3. | 2271 = cis(0, — 
Сб, cis (6, - 05) 
RAÍCES CÜBICAS DE LA UNIDAD 
Para este caso: 2-1 > [| = 1 
YAIm(z) 3/1 = (cos0? + isen0?)'? pe ATIS 
= cos 390) + ¡sen LA) ; Veamos la forma exponencial E 
3 3 i de un complejo: B 


Luego: d z - 
k = 0: 2) = cos0° + isen0° = 1 + 0i = 1 ; 


К = 1: z4 = соѕ120° + іѕеп120° ; Ө: argumento en radianes 
: еб 
= —со$60° + isen60° =- + 43, =W d Е 
i е= 2,718... 


К = 2: Z, = с05240° + іѕеп240° 


|z|: módulo del complejo z. : 
= —cos60° — isen60? = — Б 


һә 
" 
= 


Propiedades 


| Vn€IN 2. (1+w+w=0 ) 3. [ 1.w. w^ -1 4. [м+м | vnrez* 


© EFECTUAR 


1. [w 2 4 


Resuelve cada caso: 3. Encuentra el valor de: 6. Halla a + b si: 
1. Encuentra el valor de: N2V-1(V- +5) –4 Z=a+3+ (b — 2) 
J- 42 (4/4 +2)-2 4. Halla el módulo de: шор 
7 = ({— 3)? + ({ + 2)(21+ 1 і 
2. Наа el módulo de: Ug 4c 7. Resuelve: 
z2(1—1*— 1 201—531) 5. Resuelve: E-3/43 (4/ -4 +3) -9i 


1-3У-1 (2/3 +3)- 6? 


W 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
t - ip = 01 – 00 = 101 0% – 0 
(21 - P = -881 — ift – i) =16(1 – i) 
Hace (@ +] 
= (2) (1 + i) = —64(1 + i) 
(1 - i" = 1-940 -i 
= (ait – i) = 256(1 — i) 


=| 
[ 
=[ 


9 
єй 


Usamos: 

{#+1 = i (en el denominador) 

C= е; Е „а i) + 290) 
С = 16 – 64 + 256 

С = 208 


Resolución: 
B = —1 + (—i)+ 1 + 2i - 2i 
Б--і 


Resolución: 


(1-0 = (1 0% = car 
(1-1 =-4 


Resolución: 
Del enunciado: 

Mt 44 
A=2((1 +1 —((1—1)) 
A = 2—4)' - (4) 


А-2.44-44-44 -.А-256 
Resolución: 
E =w? + Эм 


_ Аы ar d Зы 
Ес > 5 i*3( zt) 


Resolución: 


Se sabe que: 
wW=1>w°+1=1+1=2 
wW=w .w=w>=w+1=w+1 
wW=ww=w=w+1=w+1 


м =w:2=1=w+1=2 

Luego: 

E = (w + 1)(%^ + 1)(w? + tyw* + 1)(мЎ + 1)(м® + 1) ...(wé? + 1) 
2 wi м2+1 2 

E = (w + 1)(w? + 1) (2) (w + 1)(w? + 1) (2) ... "бп" factores 


Agrupamos de tres en tres: 
6n 
E = (Qu 02 1)(2))3 = (we ti? - 1 dy" 


E = (( ewe wt e1)2)) = (м2 ++ OS 
1 


0 


Е = 2% = (22) = 4" 


Ее” 


Resolución: 
Del enunciado: 
(a +bi)(a +bi) _ Р 
(a — bi)(a + bi) = Cosa + isena 
E T = cosa + isena 
a* — (bi 
2 22,20 
к = cosa + isena 
a+ 
2. 2 
а – Б 2ab ; А 
+ і = cosa + isena 
a^ b* a+b? 
2ар 


- tana = Sena. = a?+b? 2ab 
% о = = = 
COSO a? ЖЕ b? a? _ b? 


a^ + b? 
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Y UNIDAD 3 


PLANTEO DE ECUACIONES 


CD SOLUCIÓN O RAÍZ DE UNA ECUACIÓN 


Es aquel valor que toma la incógnita de la ecuación, que al reemplazarla en esta, se obtiene una igualdad 


numérica. 
Así por ejemplo en: x = —19 es solución o raíz de la ecuación, ya que al 
sustituirla en dicha ecuación: 
2(-19 — 2) - (5 – (-19)) = 4-19) + 10 
se obtiene la igualdad numérica: —66 = —66 


2(х – 2) – (5 – х) = 4х + 10 


d CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN (CS) 


Es el conjunto formado por todas las soluciones o raíces de una ecuación. 
Así, para la ecuación del ejemplo anterior: CS = (-19) 
Dos o más ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas raíces. 


CB TIPOS DE ECUACIONES 


Por el tipo de soluciones, las ecuaciones se pueden clasificar: 


Compatible 
Es aquella en donde su conjunto solución tiene por lo menos una solución. 
Estas ecuaciones se subdividen en: 


Compatible determinada 

Aquella que permite un nümero finito de soluciones. 
Ejemplo: 

3x + 2 = 2x - 1, tiene como solución: —3 


Compatible indeterminada 
Aquella que permite un nümero infinito de soluciones. 
Ejemplo: 
7x —9 = 5x 1 + 2x – 10 

—9 = —9 cuya solución es: x € IR 
Incompatibles o absurdas 
Son aquellas que no admiten solución alguna. 


Ejemplo: х= 15.10 = 2x + 5x = 7х + 100 = 0 = 100 (absurdo) 


г. No hay valor alguno para x que satisfaga a la ecuación: хє ( } 


CD ECUACIONES DE PRIMER GRADO (ECUACIÓN LINEAL) 


Una ecuación de primer grado con una incógnita, es aquella que puede reducirse a la forma general siguiente: 


Cacrb=0 ) donde: a y b representan valores reales constantes. 


Despejando la incógnita se obtiene la solución general: ГЕ 


Discusión de las soluciones b 
l. Staz 0A b #0, la ecuación es: Resolución: BNET CE RAE 
| А TM (m — 3^7! — 16 
compatible determinada y su solución: * Despejamos la variable: х = —— —7— — — 
х= — D. es única. | | m^ —25 
a * Para que sea incompatible: a 


. 5: а= 0^ b z 0, la ecuación es: 
incompatible, no tiene solución: xc 2oxe() 


(a=0) = m?-25=0 = m= +5 Ab#0 


* Reemplazamos el valor de m: 


.S:a20 ^ b=0, la ecuación es: 


—23p-1. 
indeterminada, tiene infinitas soluciones, es decir, m=5= x= B Э) ВЕ - (Indeterminado) 
la ecuación verifica para todo valor que toma la 5-25 
incógnita x. PE N (-5-3y5-1-16 _ cte 
Ejemplo: (-5)-2 0 


А i А А Incompatible 
1. Calcula m si la ecuación es incompatible: ( patois) 


(m? — 25)х = (m – 3)” ! — 16 с. m=-5 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


Atención 


“ Sisumamos o restamos a 
ambos miembros de una 
ecuación un mismo térmi- 
no, г a otra ecuación 
equivalente a la primera. 


mbros de una 
а expresión 
de cero, se obtiene 


Para que no se introduzcan 
soluciones extrañas, la 
expresión (x + 2) se hará 
diferente de cero: 


x+2%0 
x -2 
Luego: 
6х-1=х+2 
5x3 


2. (x + 2(x- 3) = 2(x + 2) 
Para que no se cancelen 
soluciones, la expresión 
(x + 2) se igualará a cero: 

x+2=0 
х= –2 
Luego: 
(x-2)x-3) 2(х+2) 
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Кесчетда 


lica que dos 
5 tienen el mismo 


valor. 


De esta m 


nera se clasifican 
EN 


evidente por sí misma, 
así: 


(a +b}? (a - b =2(a? +b?) | 
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CD PLANTEO DE ECUACIONES 


Para plantear y resolver ecuaciones es necesario comprenderlas a partir de las siguientes consideraciones: 


Dígitos 


* Representación de un guarismo de dos cifras o dígitos: 
Su descomposición polinómica (DP) estará dada por: ab = 10a + b. 


* Representación de un guarismo de tres cifras o dígitos: 


Su descomposición polinómica estará dada por: abc = 100a + 10b + c. 


Veamos algunas formas simbólicas establecidas sobre un nümero de dos o tres dígitos a partir de un 


enunciado verbal: 


* El dígito de las decenas de un número de dos dígitos es 2 más que el dígito de las unidades: (x + 2)x. 


* Eldígito de las unidades de un nümero de dos dígitos es 2 menos que el triple del dígito de las decenas: 


x(3x — 2). 


* Eldígito de las unidades de un número de dos dígitos excede al dígito de las decenas еп 1: x(x + 1). 


Ejemplo: 


1. El dígito de las unidades de un nümero de dos dígitos excede al dígito de las decenas en 1. La suma de los 


dígitos es 9. Determina el nümero. 


Resolución: 
e Según el enunciado, el número será: x(x + 1). 


e La suma de los dígitos: x + (x + 1)=9 = x=4 
* Elnúmero será: x(x + 1) = 45. 


Móviles 
Ejemplos: 


1. Maricarmen y Liana están en sus autos respectivos desplazándose en direcciones opuestas hasta su 
encuentro. А partir de ese instante se irán alejando, una de ellas viajando a 75 km/h y la otra a 50 km/h. 


¿Cuántas horas pasarán antes de que se separen 375 km? 


Resolución: 


2. Para ir de M a N, un móvil emplea 2 horas, si quisiera hacerlo en hora y media tendría que aumentar su 


Sea t el tiempo que pasará a partir del encuentro hasta 
estar separadas 375 km. 


Representamos por: 
75t: el espacio recorrido por Шапа (L). 
50t: el espacio recorrido por Maricarmen (M). 


Observando el esquema, planteamos la ecuación con los 
datos que se conocen: la distancia o espacio total que 
recorrió cada móvil, suman 375 km: 

75+ 501= 375 = 125t=375 = t=3h 

7. Luego de 3 h estarán separados 375 km. 


velocidad en 30 km/h. Determina la distancia entre M y N. 


Resolución: 


Denotamos por e al tramo MN que recorre el móvil. 
Sabemos que: 

distancia = velocidad x tiempo 

Los espacios recorridos en cada caso son iguales: 


е-2/- Эу 30) Дү = 3v + 90 = v = 90 km/h 


Luego; el tramo MN es: 
e = 2.v = (2h)(90 km/h) = 180 km 


t t 


үү 4 


75 km/h 50 Кт/һ 
«4-і M — 


«БІ: : -бЕ» 
75t —+ 501—4 
k — 375 km ————À 


Problemas resueltos M 


ED Resuelve: 


хакер DI SCA а 
© а b 

Donde: a, b, c e IR”. 

Resolución: 

x-a-b 4,x-b-C 4,X-C-8 4-0 
C a b 

X-8-D-6,X-D-c-8., X-C-d-b =0 
с а b 


Factorizamos (x — a — b — c): (x — a — b – c) (114) -0 
—— 


>x-a-b-c=0 “k=a+b+c a 


ED Halla n, para que la ecuación se reduzca a una de primer grado. 


2nx—3 4, 9nx-2 —2n43 


x-1 x1 


Resolución: 

Efectuamos: 

(2nx — 3)(x + 1) + (8nx — 2)(x — 1) = (2n + 3) -1) 
5n — (n + 5) x - 1 = (2n + 3)х2 - 2n - 3 

Por dato deberá cumplir: 5n = 2n + 3 = п = 1 


ED En una reunión, si los asistentes se sientan 13 en cada banca, se 


quedan 5 de pie, pero si se sientan 14 en cada banca, la última banca 
solo tendría 13 asistentes. ¿Cuántos asistentes hay en la reunión? 


Resolución: 
п.° de bancas: В 
Caso 1: 13 por banca + 5 de pie = 13B +5 
total de asistentes 
Caso 2: 14 por banca + 13 en una banca = 14(B — 1) + 13 
Del enunciado: Caso 1 = Caso 2 
13B + 5 = 14(B – 1) + 13 = 14B – 1 
5+1 = 14В – 13B 
6-В ..Nümero de asistentes = 13B + 5 = 13(6) +5 = 83 


БЭ Resuelve: т Бер АР p pe de 


x-6 х-6 


Resolución: 
x=5-7+x=0=2x= 12 


Х-блхуб-х-0 г. La ecuación es incompatible. 


ED Un niño crece mensualmente 3 cm durante el primer año y 0,5 cm 


los meses siguientes (hasta los 18 años). ¿Cuánto medirá un niño 
alos taños y r meses de nacido, si nació midiendo 50 cm? 
(MENEAME 


Resolución: 
1% año Nació Siguientes t años y r meses 
Medida: 3(12) cm 50 cm 0,5(12t + r) 


Medida en taños y r meses: 
3(12) + 50 + 0,5(12t + r) = 86 + 6t + 0,5r 
г. Medida en t años y r meses: (86 + 6t + 0,5r) cm 


ЮЭ Determina m + n, sabiendo que la ecuación en x: 


-— -X=2 .x +2, tiene infinitas soluciones. 


Resolución: 

Operamos: 

4тх + 4 — nx + 2n = 4n(x + 2) 

(4m — n)x + 2n +4 = 4nx + 8n = (4т- 5n)x = 6n — 4 
кырый 


0 0 
Como tiene infinitas soluciones, entonces: 
б-4-0-л-2 
Жи = = _5/21_5 
4т = 5п = 0 4m = 5n m 215) 6 
MONIS Б Ө EE 
nam 37% 677 1,5 


El dígito de las decenas, de un número de dos dígitos, es 4 más 


que el doble del dígito de las unidades. La suma de los dígitos es 
10. Halla el número. 


Resolución: 

De acuerdo al enunciado, representamos al número de dos dígitos 
como: (4 + 2x)x 

La suma de los dígitos es 10: 

(4+2x)+x=10 = 4+3x=10 > x=2 


El número será: (4 + 2x)x = (4 + 2(2))2 = 82 


в / Partiendo de una estación, un tren viaja al norte a la velocidad de 


110 km/h. Dos horas después, otro tren parte de la misma estación 
hacia el sur a 90 km/h. ¿Cuántas horas transcurrirán antes de que 
se encuentren separados por una distancia de 420 km? 


Resolución: 
Se muestra el siguiente gráfico: 


7 Norte с (8 Б 110 km/h 


420 km 


| = 90 km/h 


El espacio recorrido por cada tren deben sumar 420 km: 
110(t + 2) + 90t = 420 
11(t + 2) + 9t = 42 
11t+22+09t=42= 20t = 20 
t=1h 
Por lo tanto, han transcurrido 2 h + 1 h = 3 h para que se 
encuentren separados 420 km. 
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MATRICES - DETERMINANTES 


* El orden de una matriz viene : 
dado por la representación 
m X n donde: 
m: es el nümero de filas : 
n: es el número de columnas : 


* Enel ejemplo mostrado, М E 
es una matriz de orden 4 x 3. : 


Recuerda 
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CD MATRIZ 


Es un arreglo rectangular de elementos dispuestos en filas y columnas. Para representar a una matriz se utilizan 
letras mayüsculas. 


Ejemplo: 
-2 0 2|—1 
3 2 10|—2|. 
М- 5 4 3 3 Filas 
7 43 11---4 
1 1 lex 
1 2 2 
Columnas 


Forma general de una matriz de 3 filas y 3 columnas 


Notación de Leibnitz En forma abreviada la matriz a se representa como: 
i = 1; 2; 3 notación de Kronecker 
A= (aid хз ј= 1;2;3 


Donde а; es el elemento genérico, ubicado en la fila "i" 


dm 


columna ^j". 


Igualdad de matrices 


аң а; а 


b. bo b 
Dadas las matrices: A — BLA s-| mM Br Оз 


ал 82 аз бл Б 0з 
serán iguales (А = В), si sus elementos correspondientes son iguales: 


| del mismo orden (2 X 3), estas 


аң = b11 аҙ-б;) 84-04 


85) = b22 


854 = by аз = Dog 


Operaciones con matrices 


1. Adición 
а4 а? al 
2 


: А р р р 
Dadas las matrices de igual orden: А = 5 e A 
da а адз E 


a9+Di аз + bia 

аз + Do? аз + Dos 

Ејетріо: | | | 2 5 9 2 

* Determina la matriz A + B a partir de: A = 4024 AB= 5 | 
Resolución: 

A+B- 2 5 9 2) |2-9 5+2] |1 7 

"be etes 1|7|1-5 -1+1 -4 0 


2. Multiplicación 
e Multiplicación de un escalar por una matriz 


^ k E€ R, se define 
21 a2 az 


| ан ap а 
Sea la matriz: А- | a A | 
2 


Ejemplo: 
Multipliquemos por 5 a la matriz A. 


2 -1 5 10 


- 10 -5 25 50 
^-|; з 8 | TEE 3 8 | zb 15 40 | 
2х4 2 2 


х4 


БШКДАН in 


* Multiplicación de una matriz fila por una matriz columna 


Di 
b ; 
Sean: A- [a4 842 843 81411х4 АВ- b: ; sedefine:| AB — ЕНШІ + ачр + 843b34 + СУГ х1 
b 
> 
; Жә. 
Ejemplo: multiplica А рог B, donde: A2 [1 2 3] л В = | 5 
6 
4 > E 
Resolución: AB = [1 2 3]| 5 |=[1.4+2.5+3.6] =4+10+ 18 = 32 : 
6 
* Multiplicación de matrices RAS 
Dadas las matrices A y B, existe el producto matricial de A por B denotado por AB, si se verifica lo siguiente: A | B % | 
l ES 5,2 Diferentes 
F г я AnxnBnxp7 Сахр 
número de columnas de A = número de filas deB = [3 
iguales = No es posible obtener BA. 
| 5 2 3 12 Er general 
Ejemplo: dadas A -| TEE. | ^ B 4 4 —1 1 | , halla AB. El producto matricial NO | 
2x2 2x3 es conmutativo (AB 7 ВА). 
Resolución: J 
Como son iguales el número de columnas y filas de A, B, respectivamente, entonces es posible obtener AB. 
3 1 2 
(5 2) | (5 25 (5 2H 
AB- || 5(3)+2(4) 5(1) + 2(- 1) 5(2) + 2(1) 
Е 4 4 2 ^ (0123434) (-1)4)-3(-1) (-1)2--3(1) 
ЕСЕН 
|23 3 12 
|9 -4 1 
Teoremas б 
Sean А; B y С matrices para las cuales están definidas la adición y/o multiplicación, además el escalar m е IR. 
1. А(В + C) = AB + AC 5. AB = 0, no implica que A = 0 y B = 0. | Propiedades { 
2. (А+В)С =АС + ВС 6. АВ = AC, no implica que B = С. puel LE 
; | modo que existen АВ у ВА. 
3. АВС = (АВ)С = А(ВС) T. AB no necesariamente es igual a BA. A 
4. m(A + B) = mA + mB 8. 5:А-В = AC- BCACA- CB. 


Para una matriz cuadrada A 


2_ T CAT A ЛАЗ | n AAn-1. an-1 | э A yiB sOn matrices 
A =АА=АА тре pn o A | anticonmutables o. 


antipermutables. 


Transpuesta de una matriz 
Dada una matriz A, existe su matriz transpuesta denotada por Al y definida como aquella matriz que se obtiene 
al transformar todas las filas de A en columnas. 


A= (а). xn > А! = (aii)n x m 


Ejemplos: 
3 2 4 2 8 1 0 0 1 0 0 
| at —10 |es= 2 —10 *B=|0 1 0|5В'=|0 1 0 
1 3 00 1 0 0 1 
Propiedades: 


Siendo A y B matrices, y el escalar m. 


1.| (АЛ =A 2.| (mA) = тА" 3| (А+В)'=А!+В' 4| (AB) - B'A' 
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Atención 


| Traz(A) = а + 822 + азз | 


1. Traz(A+ B) = Traz(A) + Traz(B) | 


2. Traz(mA) = mTraz(A); v m 
escalar (m + 0) 


3. Traz(AB) = Traz(BA) 


Atención 
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Ejemplo: 
Indica la secuencia correcta después de determinar si la 
proposición es verdadera (V) o falsa (F). 


. SiAesuna matriz de orden n x n, entonces A — A! = 0 


Il. Si: A = | | entonces A" 4 Ton 


1 
0 1 0 7] denden 


es un número natural. 


Ill. Si: ES LES d S entonces 
"Up 4 b 1] |1+b 4 


a-b=0. 


Resolución: 
|. Falsa (F) 

„10 0 т_|0 1 
pussi | ] э А 4 l 
DondeA-A-|0 0| [0 1| [0 -1 
T | 1 E 0 1 0 ^0 

Il. Verdadera (V) 


e Procediendo por inducción: 
4 
0 1 


Matrices cuadradas especiales 


1. Matriz diagonal. Es aquella matriz no nula, donde 
todos los elementos fuera de la diagonal principal 
son ceros. 


Ejemplos: 


1 0 0 2.00 
0.0 3 0.0 7 


III. Verdadera (V) 
* Multiplicamos las matrices: 


a 2]| 1 3] |а+2 3ағ2 
1 ТЬ 1|. 


б +1 4 
e Por igualdad de matrices: 


a+2b 3a+2|_ 
b+1 4 B 


2+а 5 
14b 4 


a+2b=2+a л За+2=5 
5-1 а-1 
-а-һ-0 


. Matriz triangular superior. Es aquella matriz 


donde todos los elementos ubicados debajo de la 
diagonal principal son ceros. 


Ejemplos: 


. Matriz escalar. Es aquella matriz diagonal donde 
todos los elementos de la diagonal principal son 
iguales. 


Ejemplos: 


. Matriz identidad o unidad. Es aquella matriz 
escalar donde todos los elementos de la diagonal 
principal son iguales a la unidad. 


Ejemplo: 


. Matriz triangular inferior. Es aquella matriz donde 


todos los elementos ubicados encima de la 
diagonal principal son ceros. 


Ejemplos: 


. Matriz simétrica. Si una matriz es igual a su 


transpuesta, esta se llama matriz simétrica. 


Ejemplo: 


Como: A = A! > A es simétrica 


A 


CD DETERMINANTES 


Un determinante es la relación funcional que aplicada a una matriz cuadrada la transforma en un escalar 
(número real). 


Si A es una matriz cuadrada, su determinante se denota así: | |A], Duy, Det(A) 


Determinante de orden tres 
Para calcular el valor de un determinante de tercer orden existen dos métodos: la regla de Sarrus y el método 
del menor complementario. 


inte de orden dos: 


1. Regla de Sarrus 
Regla de Sarrus vertical 


1. Repetir la primera y segunda fila a continuación de la tercera. 

2. Se toma el producto de los tres elementos que conforman la diagonal principal y la de sus dos paralelas 
a ella, cada uno con su signo positivo; luego el producto de los tres elementos de la diagonal secundaria 
y las dos paralelas a la misma. 
Veamos el esquema: 


aiis i2 а13 = 


аң а; аз ады а222 82; - 
|А|=|а а) аҙ|- а, 2 азз 

аи 83; аз ац 312 а + 

аз аә аз + 


+ 


| A | = 844 822 азз + 854 аз; 843 + 831 812 823 — 831 22 813 — 841 аз; 823 — 821 842 азз 


Regla de Sarrus horizontal 

En este caso se traslada las dos primeras columnas al final de la tercera y luego realizamos las multiplicaciones 
en dirección de las diagonales. 

Veamos el esquema: 


аң 82 аз ајр а Жу а 
[А[= |а»; = iu DAP an 


а ao |= |а а а а а 
2 83 m 2827 AN S 22 * Solo se pue 


а аз аз; 834 а Сад “аз 


| 
832 | 
| 


+ + oc 


[A | = 844 ау; азз + 842 223 851 + 843 221 83? — 831 22 813 — 832 823 844 — аз; азу 81; 


Ejemplo: examen de Admisión UNI 2002-! (matemática) 

Determina el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 

|l. Si todos los elementos de una fila (o columna) de una matriz cuadrada son ceros, entonces su 
determinante es cero. 

Il. Si dos filas (o columnas) no nulas de una matriz cuadrada son iguales, entonces el determinante es 


diferente de cero. 
Resolución: 
1. Verdadera (V) І. Falsa (F) 
Aplicamos Sarrus: 
0.0 "Ж a b ЖЕН 
à ee uta -0 DAL = anc + bpa + cmb — anc — bpa — cmb = 0 
“жж а b с2а“ 
а^ е fS d. e bou 
die ы, MOM Lo екы 


E Del ejemplo también: 
2. Método de los menores complementarios (Regla de Laplace) : 


"EE 12 
Este método se emplea para calcular determinantes de cualquier orden es por ello que es un método más  : Mal = | 201:10-202)- 
general. E 5 E 
Mal = | -2(8)-0(1)- 16 | 
Menor complementario de un elemento |Мү| Mail 7 [о 4|:28)-01) 


De la matriz cuadrada A = (а) de orden n, el menor complementario de aj denotado рог: |М es el Кынанын ннн аннынан № 
determinante de la matriz de orden (n — 1) que se obtiene al eliminar la i-ésima Ша y j-ésima columna de la 
matriz A. 
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Observación 


46 | Intelectum 3.? 


Adjunto de un elemento 

El adjunto del elemento aj denotado рог фу se define: | фу = (—1 j *IMil 

Ejemplo: 

Para la matriz del ejemplo anterior: 45 = (f! Е МД = (—1)%(—50) = (—1)(—50) = 50 
En forma similar: 
фз = (14) 
$n = C0 16 = (71 


= (14) = 
(-1)16 = – " 
Teorema fundamental 


El determinante de la matriz A = (aij) será igual a la suma de los productos de los elementos de una línea (fila 
о columna) por sus respectivos adjuntos. 


Veamos: 
94 841 аз 94 841 аз 
А=|а а; аз | > | A |= а 82 аз 
ал аз 833 ал аз 833 


Si consideramos la segunda fila: а) а» аҙ 
2+1 2+2 2+3 
|A| = 821024 + 822 $22 + 823 023 = ар{(—1)° * Mz] + a22(71)* 4м + 823(—1)^ ^ "IMal 


94 аз 
+ a03(— 1 
ау аҙ 23(— 1) 


а4 ао 
ау аз 


А| = —а2{(@{2 833 - 832 843) + 822 (841 833 - 831 813) — а23(а1{ 832 - 831847) 


Ejemplo: examen de Admisión UNI 2002—1 (matemática) 
Sean a y b nümeros enteros positivos pares; con estos nümeros se forma la matriz: 


a -b -a 
А-|0 1 21,8 А--||-12 (I: matriz identidad), calcula el determinante de la matriz а, a | 
1 1 b 
Resolución: 
а+1 -b -a 
e DelacondiciónA+l:A+I=| 0 2. 2 * Tomando como línea fija ala columna 1: a+1 + 
1 1 6+1 Ü = 
at -b -a 3 3 (Dato) 12-28) + 28 Т; % 
% 2 -sarti EUM 2 6=ab+a 
1 5-41 6=a(b+1) 


(a + 1)(2(b + 1) — 2) + (-2b — 2(-a)) 


|1 
15 
= (а + 12b) — 25 + 2a = 2ab + 28 — 28 + 2a ы ы 


а | = ab — 2ab? = 2(2) — 2(2(2)7 = —12 


e Luego, el determinante solicitado estará expresado como: 2 Г 


Propiedades de los determinantes 
1. Si todos los elementos de una fila o columna son 2. Si se permutan dos filas o columnas, el 


ceros, entonces su determinante es cero. determinante cambia de signo. 
Ejemplos: Ejemplo: 
a b c c b a 
2.0 2 0.0 0 
«l5 0 to=0 |1 2 31-0 ERRAT use 
8 0 1 4 5 6 9 | 9 
donde las columnas 1 y 3 se han intercambiado, 
. | ¿70 entonces: [В| = — А) 


Resolución: 
7 8 
А-3В- 2 1 


-. Traz(A + 3B) = 10 + 22 = 32 


Resolución: 
X+Y =B X 


Resolución 


La matriz se puede expresar como: 


zd]. > 
3; | 


Luego, para diversos valores de su exponente: 


emp s 
Z| li alai м 


Jaial O И Е 
Senai | "T 


н 
1| 


| 


Мі гені 


0 
2 


Н 


0 
1 


10 20 
17 22 


-1 
0 


| 


Donde: 
(A = (IP = (-1)^ I = (490) 
A” А = (-1) LA- (—1)^A 


Resolución: 


Calculamos las matrices por separado: 


-7 2 


ego: MN M0 = | 77 417 


Nos piden: |MN — NM| = | Е 


Resolución: 
Determinamos cada matriz de P(A): 


1 11. 1 1 
-1 11-1 1 


E» 


1 1 5 5 
wed ы JE 4 
Reemplazamos en P(A): 
60) 
0 6|. 


КИНИН 


[3] 


El determinante de P(A) es: 


1 -3 
Pul | 


0-546 
-2+5+0 


= (000 - (73) = 10 


2- 
0- 


5+0 
5+6 


ÁLGEBRA - TEORÍA UNIDAD 3 | 47 


i * Solución de un sistema 
Es el conjunto de valores 
de todas sus incógnitas 
que al ser sustituidas 
en las ecuaciones las 
convierte en identidades. 


Sistemas equivalentes 
Son aquellos que a pesar 
de tener ecuaciones 
diferentes aceptan las 
mismas soluciones. 


Observación 


Se denominan 
independiente: 
с 


Recuerda 


tema lineal se representa 


84X + biy = су 
азх + boy = Co 
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SISTEMA DE ECLIACIONES 
©) LINEALES 


CD DEFINICIÓN 


Es el conjunto de ecuaciones que verifican simultáneamente para los mismos valores de sus incógnitas. 
Son sistemas lineales: 


ах + by = 64 D 3x+y=09 (i| * 9e 79-9 
O aX + by = C; 5х – 2у= 4 3x4 — 4x; + Tx, = 11 


8458s 04; 0, C4 y c; € IR 
Donde: 
O) Es un sistema de primer grado (lineal) con 2 ecuaciones y 2 variables o incógnitas (x; y). 


СІ) Es un sistema con 2 ecuaciones lineales y 2 variables (x; у). 
(ur) Es un sistema lineal con 2 ecuaciones, pero con 3 incógnitas (x4; X» y Хз). 


с CLASIFICACIÓN DE LOS SISTEMAS 
Atendiendo a sus soluciones 


A) Sistema compatible. Cuando existe solución. B) Sistema incompatible. Cuando no existe solución. 
Ejemplo: Ejemplo: 
: ‚|х+у=6 5 ‚| х-Ту-2 
El sistema: р -у-2 El sistema: ік —95y-9 
Es compatible: su solución es: x 24 ^ y 22 Es incompatible, porque no hay valores x e y que 
lo verifiquen. 


Atendiendo al nümero de ecuaciones con el nümero de incógnitas 


A) Sistema compatible determinado (solución ünica) se cumple cuando el nümero a, , b, 
de ecuaciones independientes es igual al nümero de incógnitas. 85' b; 

B) Sistema compatible indeterminado (más de una solución) cuando el nümero а B C 
de ecuaciones independientes es menor que el nümero de incógnitas (no tiene 85 0, су 
solución ünica). 

C) Sistema incompatible (imposible, absurdo, inconsistente, no admite solución, a “ЕК? 
no tiene solución) cuando el nümero de ecuaciones independientes es mayor d; D» Су 


que el nümero de incógnitas. 


СІ RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS 
INCÓGNITAS 


Para resolver un sistema lineal emplearemos los siguientes criterios: 


1. Criterio de sustitución 
Ejemplo: 
Una sala de espectáculos tiene capacidad para mil personas. El costo normal del derecho de ingreso es S/.10,00. 
Cuando una persona lleva un acompañante, este paga la mitad del costo normal del derecho de ingreso. 
Cierto día la sala estuvo completamente llena y se recaudó 5/.8250,00. Los asistentes fueron solos y en 
pareja. ¿Cuántos espectadores más fueron en pareja que solos? 
Examen de admisión UNI — 2001 — I 


Resolución: 
* La sala estuvo llena (1000 personas) : X 2y = 1000 ..(1) 
* Hubo una recaudación de 5/.8250,00 : 10x + 15у = 8250 ..(2) 
* Despejamos x de la ecuación (1) : x- 1000 — 2y (3) 
* Simplificamos la ecuación (2), luego sustituimos la 2x + Зу = 1650 
ecuación (3) en dicha simplificación :  2(1000 — 2y) + Зу = 1650 
2000 — 4y + Зу = 1650 
y = 350 (4) 


Sustituyendo (4) еп (3) :Х-1000- 2y 


x = 1000 — 2(350) = x = 300 


Nos piden : 2y - x = 2(350) – 300 = 2y — x = 400 


2. Criterio de igualación 


Ejemplo: 
O -=N | 
Del sistema: qug sal Halla: log,x 
Resolución: 
* Valiéndonos de la teoría de exponentes hacemos las transformaciones 
adecuadas 1: 35+1—2У—11] 
3*.3-2/-11 (1) 
34 2/*1244 
3*+2/.2=41 (2) 
* Haciendo: 3* =Р л 2! = О obtenemos en (1) y en (2) respectivamente: 3P — Q = 11 ..(3) 
Р+20=41 (4) 
* Despejamos la misma incógnita (P) de (3) y (4) respectivamente : P= SLM (5) 
Р-41-20 ...(6) 
* |gualamos las ecuaciones (5) y (6) : 2 = 41-20 
Q +11 = 123 - 6Q 
70 = 1122 Q- 16 
+ Reemplazamos el valor de Q en (6) : Р=41—20 
P = 41 - 2(16) 
Р-41-32-Р-9 
* Encontramos los valores de xe yen 3 =Р л 2/-Q : “=Р э ES =3? 
=> Х-2 
2-0-2-16- 2-2 
у-4 


* Nos piden: log,x, entonces : logyx = 1002 = 109,2 = 1 


2 


. Criterio de reducción o de sumas y restas 


Ejemplo: 

En un libro de 700 páginas hay historias de ficción e historias reales. En cada diez páginas de historias 
de ficción hay 12 ilustraciones del tema, mientras que en cada diez páginas de historias reales hay 11 
ilustraciones del tema. Si en total hay 810 ilustraciones en el libro, ¿cuántas ilustraciones más hay de un 
tema que de otro? 


Resolución: 
Sea P: historias de ficción y Q: historias reales; segün el enunciado: 
* Cantidad de ilustraciones de ficción ‚Ке (1/12 = Р ..(1) 
* Cantidad de ilustraciones reales :К = ЕШ = LR ..(2) 
• El libro tiene 700 páginas :Р+ 0 = 700 (3) 
* El total de ilustraciones es 810 F+R=810 (4) 
* Reemplazamos (1) y (2) en (4) — + Шы. 810 

12Р + 110 = 8100 ..(5) 
* Nuestro sistema lineal formado está dado 

por (3) y (5) :P+Q=700 


12Р + 110 = 8100 


Кесчетда 


* Prod 


ісіо de bases iguales: 


* Abases iguales 
= igualamos exponentes: 


Propiedades de los 
logaritmos: 


5: 
1 1 
. | log¿ma = y l0gaa =p 


: 
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Observación 


ben de ip 
a la ecuación (3) por —1' 


i También se puede 

i representar un sistema lineal 
} (no necesariamente formal) 

i de 5 ecuaciones con 5 

i incógnitas como: 


х+у+2=2(и+у+2) 
и+у=2+у 
и+х=2+2 
и+у+х+у+2=25 
Ш 


| Sustitución e igualación 
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* Multiplicamos por (—12) a la ecuación (3) 


* Sumamos las ecuaciones (5) y (6) 


* Reemplazamos (7) en (3) 


* Reemplazamos los valores obtenidos de 
(7) y (8) en (1) y (2) 


* Piden la diferencia de la cantidad de 
ilustraciones de los dos temas 


: —12P – 120 = -12(700) 
—12Р — 120 = -8400 ...(6) 
: —Q = —300 
Q = 300 
:P+Q=700 
P = 700 — 300 
P = 400 


. F= 12Р _ 12 = 
: F = f = qg 400) = 480 


ай Е 
R = 19 = (300) = 330 


:F- R = 480 – 330 = 150 
Е- К = 150 


ПІ SISTEMA DE PRIMER GRADO CON TRES O MÁS INCÓGNITAS 


Representación formal de un sistema de primer grado de tres ecuaciones con tres incógnitas: 


84X + buy  e4z = d4 


aX + boy + 622 = d 
азх + bay + 032 = d3 


Procedimiento: 


Donde: 

84; Dy; Cy 
а) 02; €? 
аз; b3; ©з 


ER 


O De una de las tres ecuaciones despejar una incógnita y reemplazarla en las otras dos. 


D Esas dos ecuaciones transformarlas a un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incógnitas que 


podemos resolverlas. 


© 


Las soluciones obtenidas se sustituyen en la ecuación de la incógnita despejada (paso 1), hallando así su 


valor. 

Ejemplo: 

Sea la terna (a; b; c), solución del sistema de ecuaciones: 
7x+4y-4z=7 (1) 

7y+5z=12 ..(2) 

Му + 82 = 19 (3) 


Halla: a +b +c 


Resolución: 


(2) Multiplicando miembro a miembro la ecuación (2) por 8 y a la ecuación (3) por 5, respectivamente: 


5бу + 40z = 96 -4) 
55y + 402 = 95 4.45) 


Restando las ecuaciones (4) - (5): 
у=1 ...(6) 


Reemplazamos el valor de y en (2): 
Ty + 52 = 12 
7(1) + 52 = 12 
52-5 
2-71 


(T) 


El procedimiento d no se aplica; ya está conformado el sistema dado por las ecuaciones (2) y (3): 


9 Reemplazamos las soluciones de y ^ z en (1): 


TX * 4у - 42 = T 
Tx - 4(1) - 4(1) 27 
7Хх-4-4-Т 
x=1 


La solución: (a; b; c) = (х; у; 2) = (1; 1; 1), nos piden: a+b+c=1+1+1=3 


Problemas resueltos M 


ED taa 
M=,/y+2 ЕР 


Si: 
5х+у= 25 
6х+2= 26 


Resolución: 

5x + y =25 EU 
6x+2=26 (2) 
бе(2):6х-24 = x=4 

Reemplazamos x = 4 en (1): 5(4) + y = 25 


ә y=5 

Hallamos M: 
M=,/5+2 /3. -(/5-2У6 
2.М-У3-у2 

ЕЭ Resuelve: 
XNE ш 24 
2 Ə 4 s) 
2Х-3у-2-27 21 (2) 


y calcula el valor de xy. 


Resolución: 
ы y A 
En (1): 25351 К 


э X-22k A y=3k ^ z=4k 
Reemplazamos en (2): 2(2k) + 3(3k) — (4k) = 27 
4k + 9k — 4k = 27 
k=3 
г. ху = (2k)(8k) = 6к = 6(3) = 54 


ES Halla m para que el sistema: 
(m – 3)x + Зу = 5 
2x + (m - 2y 2 7 
sea inconsistente. 


Resolución: 
Del sistema se debe cumplir: 
m-3__3_ 
2 m-2 


тё 5т+6=6 
2m-5vmzo0 “т-5Ут-0 
ED Halla m para que el sistema: 
(3 — m)x + 5y = 4 cas Ll) 
2y -(2 – m)x = 6 212) 
sea incompatible. 


Resolución: 
Para que el sistema sea incompatible se debe cumplir: 
3-m 5 


-ü-m) 2 
23-т)--5(2-т) 
6-2т--10-5т 


Tm = 16 a Пі 


SES 


ED Resuelve: 


5x + Зу = 22 

3x — 2y = 2 

e indica: Х 
у 


Resolución: 

Por el método de igualación: 
_22-3y 

КЕ -(1) 

х= = ..(2) 


Igualamos: 
22-3y 2у-2 
Б 3 


= 66 – 9y = 10y – 10 
19y = 76 
y=4 
Reemplazamos en (1): 
y 22-30) уә SX 
5 у 


6 7 Dado el sistema: 


(к+ 1)х+у =3 
2x + (k- 1)у = 1 
Halla k рага que sea incompatible. 


Resolución: 


Si es incompatible se cumple: El = ¿+ 43 


(к+ 1)(к– 1) =2 = k-1=2 > к= «/3 


Calcula el valor de p para que el sistema: 
(p? – 22x + 7y 25 
Е 
sea incompatible, (р е IR”). 


Resolución: 

Para que sea incompatible se cumple: 

p-2 7,5 (4р + 17)(p - 6) 20 
p+2 477 pz-174 v p=6 

4p? — 88 = 7p + 14 г. p = 6 (por la condición) 

4p? — 7p — 102 2 0 


4p 17 
p —6 
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EJ) En el sistema, calcula el valor de n para que sea incompatible. 
пх — бу = 5п – 6 
2x + (n – 7)y = 27 – 7n 


Resolución: 
Para que el sistema sea incompatible se debe cumplir: 
n -6 , 50-6 


2 n-7/' 27-Тп 


De la igualdad tenemos: 
n(n—7) 2-122nz4 v nz3 


Para n = 4 cumple la condición. 
4.86, 20-6 
2 3 27-28 


Para n = 3 no cumple con la condición. 
Entonces: n = 4 


ED» Resuelve por el método de reducción y halla x + 2y. 


2x — by = -10 
5x — 6y = -1 
Resolución: 
(6)(2x — 5y = –10) Hallamos y: 
veo tuse 29)-5у--10 
Entonces: 240 
—5y = £ 
12x – 30у = —60 [o 13 
—25х+30у= 5 у= 48 
-13х--55 13 
_ 55. Чеп: x+ 2y = 55 + 2/48 
х= 43 Piden: x + 2y 13 *2 
= 151 
13 
|10 7 Halla el valor de a para que x sea igual a y en el sistema. 
ax + 4y = 119 
5х-ау=34 
Resolución: 
Por condición: 119 _ 34 
х-у а+4 5-a 
ay + 4y = 119 _ E 
(a+ 4y- 119 (0) 595 — 119a = 34a + 136 
(5 — a)y = 34 (2) а=3 
De (1) y (2) despejando y e 
igualando tenemos: 


ШІ» Resuelve y calcula: x + y 
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Resolución: 

EL ENT 
масағы 

X y. ж. 

а -Q 15 E 
Multiplicamos por 1. a (1): D 15 ^ yc 18 

X LJ 28 3 Piden: x + y 2 15 + 18 = 33 
1579" 

T 

3 9 


> Calcula х? en el siguiente sistema: 


х+у= 13 

x+z=17 

y+z=14 

Resolución: 

Resolvemos: Sumamos: I, II y III 
Xy - 13... (1) 2(X +y - z) = 44 
x+z=17 ... (I) x+y+z=22 ..(IV) 
у+2 = 14... (IIl) (111) еп (IV): 


x+14=22>x=8 
Nos piden: x = 64 


113  Е el valor de Jy del sistema: 
2Ух-3З/у = 14 
4x — 9y = -56 


Resolución: 


Resolvemos: 
2/x +3/y = 14 (1) 
4x — 9y = —56 ...(Il) 


(1) proviene de una diferencia de cuadrados: 


Qx +3 y)(2/x-3/ y) =—56 
DESC 


14 (de 1) 
14(2/x - 3 y) 2— 56 
2/x - 3 Jy =-4 (Ш) 
Sumando (l) y (III): 
44x = 102 ух = 5. 


2 
Reemplazamos en (1): 
2х5+3/у =14 


3Уу-9-Уу-3 


Nos piden: Jy = 5х3 = 7,5 


Ө PLANTEO OE ECLIACIONES 


ПП ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
Son todas aquellas ecuaciones algebraicas que se reducen, a la forma general: 
Donde: 


2 А а; b; c: coeficientes bx: término lineal 
ax +bx+c=0 ;ағ0 Pide HE 
х: incógnita с: término independiente 


ax?: término cuadrático 


Cálculo de las soluciones de una ecuación de segundo grado 
Completando cuadrados 
Para aplicar este método es necesario que el coeficiente del término cuadrático sea 1. El procedimiento es 
convertir el trinomio x? + bx + с en un binomio al cuadrado (m + п). 
Atento al procedimiento: 
x(x-3) , x(x-2)  (x-2? 


Determina las soluciones de la ecuación completando cuadrados: z ER 3 1 


Resolución: 
e Multiplicamos por 8 a ambos miembros de la ecuación: 4x(x — 3) + 2x(x — 2) = (3x — 2) -8 


4x? — 12x + 2X? — 4x = 9X? — 12x + 4 - 8 


0 = 3х2  4x-4 
e Noolvidar que el coeficiente del término cuadrático sea 1, para ello multiplicamos por 1 a ambos miembros 
de la ecuación: 
2,4 4 _ 
X *3X-37 0 


* Formamos el trinomio cuadrado perfecto (tcp). 
Dividimos al coeficiente del término lineal entre dos y luego lo elevamos al cuadrado; este nuevo término se 
suma y resta para no alterar la ecuación cuadrática. 


be (ss) -(э5) 4 zh (+) -($) =‹ 


{ср 


* Por último hacemos uso de la identidad: suma por diferencia igual a diferencia de cuadrados 
(a + b)(a — b) = a? – b? 


x24 1x4 2-420 Ge 2)(x- 2- -0 
S pu 


* Siendo en este caso las soluciones: x - 2 2 0 V х – 2-0 >X=-2V x= 2 


Análisis de las raíces 
Sea la ecuación: ax” + bx + c = 0 (a z 0), su discriminante es: 


Analicemos el discriminante: 
A) Si A > 0: la ecuación presenta dos raíces reales y diferentes = x4 4 X» 
B) Si A < 0: la ecuación presenta dos raíces complejas y conjugadas = xy =m + ni 
х= т Пі = Х; 
C) Si А = 0: La ecuación presenta dos raíces reales е iguales (es decir, tiene una ünica solución o una raíz 
doble). 


Propiedades de las raíces: 
De la ecuación: ax” + bx + c = 0; a 3 0 y asumiendo que sus soluciones son: X y ху se presentan las 
siguientes propiedades: 


Suma de raíces = Xy + хә = E Productos de raíces= Xy . X2 = E 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


¿ Alas siguientes formas: 


ax +c=0;a#0 
ax? +bx=0;a%0 


Se les denomina: 


ecuaciones de segundo 
grado incompletas. 


también pueden obtenerse por: 


* Factorización (aspa 
simple) 


Ejemplo: 
3х2 +4x-4=0 
x +2 
(3x - 2)(x + 2) =0 


--:--- 


* Fórmula general 
Veamos en el ejemplo: 
3-4x-4-0 


(As 4 A - A(3)-4) 
А 2(3) 
х= В 
кос 
li ы кас: 
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к E 


¿ Solo se pueden obtener 

i raíces reales si el 

i discriminante es positivo o 
i cero: 


Las dos bombas la agotan 
en 12h 


JB. 


(В + 18)h Pozo 


Bomba 


menor F^ : п 
=. B +18 
Pozo (В + 18) һ 
Bomba 
mayor a h 
= B 
Pozo Bh 


Xx +X= -2 


Producto de raíces: 
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Ejemplo: Sabemos: 
La ecuación: x? + 2(a + bi)x + c + di = 0 presenta solo X4X;2cctdiemR(x;x;em)odz0 
raíces reales, además: d — 2ab, determina el máximo 


2 
valor de: сы 
а 4d 


Nos piden: 


сы са” cob? 
"T a d. +0 a? 
Resolución: 

Del enunciado, se cumple para raíces reales: А>0 | De (1): 

^ = (2(a + bi)? — A(c + di) > 0 


2 РГ a-b -c>0 =» а2>һ?+с 
а + 2abi — b^ > c + di 


2 2 
Por condición del enunciado: d = 2ab = d — 2ab =0 | = bc <1 2; E ET A | = 1 
а a^ + 
a? — b? — c > (d — 2ab)i ma 
e 29 
0 (dato) 


a?-b?-c>0 241) 


d PLANTEO DE ECUACIONES 
Sobre datos numéricos 


Ejemplo: 
Cuando dos bombas actúan a la vez, tardan en agotar un pozo en 12 horas. Si actuara solo la menor, tardaría en 
agotarlo 18 horas más que si actuara solo la mayor. Determina el tiempo que le tomaría a la mayor en vaciarlo. 


Resolución: 

“ Según el enunciado establecemos: 
B + 18: tiempo en horas que tarda la bomba menor en agotar el pozo. 
B: tiempo en horas que tarda la bomba mayor en agotar el pozo. 


* Donde: en 1 hora la mayor agota: E partes del pozo y en 1 hora la menor agota sg partes del pozo. 


1 йк мй] 
del pozo, luego: B BLE = 12 


* Nos dicen: еп 1 hora las dos bombas juntas agotan — 
2 — - EX 
: 98 Еа o (В — 18)(В +12)=0  .. El tiempo que demora la bomba mayor 
M = == en vaciar el pozo es de 18 horas. 
QE ен B-18 v B--12 


Sobre móviles 


Ejemplo: 

Un motociclista empleó cierto tiempo para ir de un pueblo a otro, distantes entre si 378 km. Si la velocidad media 
hubiera sido 9 km más por hora, habría empleado una hora menos en recorrer la misma distancia. Determina 
la velocidad y el tiempo empleado. 


Resolución: 
* Sean: t: el tiempo en horas (h) que emplea en recorrer 378 km. dios s 
v: la velocidad en (km/h) que emplea en recorrer 378 km. t 
- ( \ 
* Seobserva del gráfico (1): vt = 378 441) 


* Asimismo, del gráfico (2): (v + 9)(t — 1) = 378 ..(2) ' 


• Сото los espacios recorridos son iguales (1) = (2): 5 = z 


м = (у + 9)(t — 1) } 378 km 
v=9(t-1) (3) 
Сгайсо 2 
* Reemplazamos (3) en (1): 9(t —1)t = 378 (t- 1) 
Е-і-42-0 | \ 
t +6| t=-6 v t=7 
эе | >t=7h f E v+9 1 
1 = DS 
+ Reemplazamos t= 7 en (3): v = 9(7 — 1) = 9(6) = 54 km/h i 378 km Р 


*. la velocidad empleada es 54 km/h y el tiempo empleado es 7 h 
para recorrer 378 km. 


Problemas resueltos 


Resolución: 


Del dato: 
(a + 1)(B + 1) = 16 
ap+a+p+1=16 
ap+a+p=15  .l 
Sabemos: 


af = A --2n (ll) 


Resolución: 


De la ecuación: 
3х2 mx 320 


Si tiene raíces iguales, entonces: А = 0 


А-0 
b? — 4ас= 0 
m? — 4(3)(3) = 0 


m?=36>m=6 v m--6 


Por condición m « 0 
>=m=-6 


Resolución: 


De la ecuación: 
a b 
—— —— 
2m€ — (4m + 2x + 35 =0 
Sabemos que: x4 + X = u = 
-[- (4m + 2)] E 
2m 3 


m1 = (6) + 12 — 215 


7 


col 


6m+3=7m 2 т= 3 


Resolución: 
х?-2х+1=0 
Resolvemos: 
х2 2х+1+і= 1 
(к= 1) +1=1 
(х= 1) = 1-1 


а+В = ar --n (ill) 
Reemplazamos (II) y (111) en (І): 
-2n-n=15 

—3n = 15 

2n=-=5 


Entonces: 
x=1+ /1-і = х-1%УУ2-ег4і (forma exponencial 


de un complejo) 


Xi; 
xt Ue? > х=1+ 4/2 (сов 2. — ізеп 1.) (forma 
trigonométrica de un complejo) 

Luego: 


Im(x) = 4/2 sen $ =+V2 sento (parte imaginaria de x) 


MEET 
1 


У2-2У2 


Por lo tanto, la parte imaginaria de una de las soluciones es: 
1 


2427/2 


Im(x) = + 


Resolución: 


Para que las raíces sean reales y diferentes: A > 0 
Veamos: 


х + 8х+т=0 


8? — 4(m) > 0 
4m « 64 


m « 16 тє (ос; 16) 


Resolución: 


Analizamos el discriminante: 
A = (2) - 4(5)(7) 
А-4-140 

А--136 <0 


Por lo tanto, tiene raíces complejas y conjugadas. 


Resolución: 
xXx -3-2x«1 у x-32-x-1 
xXi-x-420 V х+х-2=0 


Por fórmula general: 


1541-4014) _ 117 
2(1) 2 
x=1l V x-2 


„cs = |1507, 1; 2 
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OESIOUALOADES E INECUACIONES 


СП RELACIÓN DE ORDEN 


Es una comparación que se establece entre dos elementos de un mismo conjunto. 


CB DESIGUALDAD 


Es una relación de orden que se establece entre dos nümeros reales. 


Intervalos 


Iquisntes Es un conjunto de infinitos elementos que representa a todos los números reales comprendidos entre dos 
e T extremos. 
| mayor o igual " ‚ A 
наи Existen dos tipos de intervalos: 
1. Intervalo acotado 
Será acotado si los extremos son nümeros reales (finitos). A su vez puede ser: 
|. Intervalo abierto Il. Intervalo cerrado 
<> иф 
—oo a b +оо —©о а р +оо 
(а; р) = {хє В/а<х< р} [ab] ={хєВ/а<х<0) 
ШІ. Intervalo abierto en “a” y cerrado en “b” IV. Intervalo cerrado en “a” y abierto en “b” 
aes positivo «--а>0 | -о а p +оо -œ а b +оо 
|а ев negativo —а<0 
a es no positivo — a < 0 CEN < . _ m 
es honegalvo ea 2 D (а; Ы] =(xER/a<x<b) [a b) ={хєВ/а<х< b) 


2. Intervalo no acotado 
Llamamos así cuando por lo menos uno de los extremos son los infinitos —oo 0 +оо. 


БЕЙ eme P med 


—oo a +оо = а +оо 
(a; +оо) = (x € R/x» а) [a; +оо) = (x € В /х z a) 
Ш. IV. 
———— Я (=00; a) ={хєв/х<а) (ос al - x € R/x x a) 
: Por abreviatura; el símbolo 2 : 
¿ significa también: >; <; >< i V. 25” дз 


(=00; +оо) = {x E IR/ —oo < x < +оо) 


CB INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


Las desigualdades del tipo ax? + bx - cz 0; a + 0 se denominan inecuaciones de segundo grado o cuadráticas. 


Teorema del trinomio positivo (A < 0) 
Dado el trinomio: P(x) = ax? + bx + c, donde a; b; c € R cuyo discriminante es negativo (A < 0) y a > 0, 


zm entonces este polinomio será positivo. 
Observación 


aX c bx-c»0; vxem 


Se deben cumplir las dos condiciones mutuamente excluyentes: 


a>0 л A-b?-4ac«0 
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Бетріо: 
1. Determina el conjunto solución de: 5x -x42«0 


Resolución: 
1.2 Forma 
* Según el teorema, analicemos: 5é-x42«0 
а>0 = 5>0 ^ A=b?-4ac=(-1)? -4(5)(2) = -39 < 0 


* Como se observa su coeficiente principal y su discriminante cumplen con el teorema más no así el 
propio trinomio respecto a su sentido en la desigualdad que por condición del ejemplo es negativo: 
2 
5x —-x*2«0 


* El polinomio es positivo, por consiguiente x € 2. 


CD INECUACIONES DE GRADO SUPERIOR 


Son aquellas inecuaciones cuyos términos están ordenados de la siguiente manera: 


2 


ag au ал” 


-toc8, X-8,20 


Donde: ay > 0: coeficiente principal (C.P.); ne Z* y ay; a); ...; Ap (a, € IR 


Escrito de otra manera, la inecuación puede ser: 
(x — PC4)(x — PC3)(x - PC3) ... (x—PCp) 20 |; xem 


Donde: PC4; РС; РС; ... PC, son los denominados puntos críticos. 
Sigue los siguientes pasos para encontrar el conjunto solución. 


|. El coeficiente principal debe ser positivo (ay > 0), de lo contrario cambia de signo a todos los términos de la 
desigualdad multiplicando por (—1) y verifica que en el segundo miembro figure el cero. 


Il. Factoriza el polinomio para determinar sus raíces, denominándose ahora puntos críticos (PC), el punto 
crítico se determina igualando parcialmente cada factor a cero. 


ІІ. Los puntos críticos ubicarlos en forma ordenada en la recta numérica real formando intervalos y así de esta 
manera analizar los signos del polinomio. 


IV. Una vez colocados estos intervalos, asignamos signos positivos y negativos en forma alternada empezando 
del extremo derecho pero con signo positivo. 


-% РС, PC, РС; 


АКМ O E 
O O O 


РС, РС, | РС, +оо 
V. Sila inecuación tiene sentido mayor que cero, la solución estará dada por la unión de los intervalos positivos. 
VI. Sila inecuación tiene sentido menor que cero, la solución estará dada por la unión de los intervalos negativos. 
VII. Ten en cuenta que si la inecuación es < o >; los intervalos son abiertos; si son < o > los intervalos son 

cerrados. 
Ejemplos: 
1. Determina el conjunto solución de: * Utilizamos el criterio de los puntos críticos: 

3 2 
X + 5х — 57x — 189 «0 x+3=0=x=-3 


x-7=0=x=7 [PC 


Resolución: x+9=0 > х= 9 


* Un cero racional (punto crítico) del polinomio es: 
x = —3, luego factorizamos por Ruffini: 


(x + 3)(х2 + 2x — 63) < 0 


* Los ubicamos en la recta numérica real y 
hacemos uso de la regla de los signos: 


* Factorizamos el trinomio: * El conjunto solución será la unión de los 
(x + 3(x — 7)(x +9) < 0 intervalos con signo negativo (—): 
CS = (—oo; -9) U (-3; 7) 


Atención 
| 
| Теогета 10mio 


negativi 


=| a<0AA=b*-4ac<0 


Recuerda 


* |El otro método para 
resolver una inecuación 


cuadrática es la de los 
puntos críticos (A > 0). 


atc инн» 


i * Los posibles ceros raciona- | 


les (PCR) del polinomio: 
x? + 5x? — 57x — 189 son: 


Divisores términos Indep. | : 


BUR =+| Divisores C.P. 


PCR:=:11: 3; 7:9) 
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е " 


| Tengamos еп cuenta las 
1 propiedades fundamentales 
} de las desigualdades: 


: 1. уа; b y m є R, se cumple: 


a>b=aim>bxm 


і 2. уа;ьєвВ л mer, se 
: cumple: 


a>b=am>bm 
a>b>2>Lb 
mm 


: 3.yaąbeRAmER, se 
i — cumple: 


a > b = am < bm 
a>b= аЬ 
m m 


; 4. Si a y b tienen el mismo 
: signo, se cumple: 


a«x«bo-« 


х|-> 


«di 
a 


с|— 


: 5.va;ibemR' y neZ',se 
i cumple: 


ashes (y 


16. x"-0;vxemR;nez 


| 7.Sea:B>0 
: ӘК 


А?<В--/ҮВ<А<УВ 
А2>В-А<-УВУА>УВ 


: 8. уа; b; c; d € R, se verifica: 
a>b 


c>d 
a+c>b+d 


: 9. a; b; c € R se establece la 
i  transitividad: 


Sia>bAb>c=a>c 


(10 < (-1)b < (-1)a 


ayudará 
ar sobre la recta real еп 
a ordenada los valores: 
0. 
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2. Determina el conjunto solución de: 
(x + 3x + 5)(x — 1)(х 20) < 0 


Resolución: 

* Simplificamos los factores con exponente par 
porque siempre van a ser positivos estos son: 
(x-- 3 y (x — 20)'% 
2XZ-9 ^xz20 

* Entonces nos queda: (x + 5)(х — 1) < 0 


СП INECUACIÓN RACIONAL 


Son aquellas inecuaciones fraccionarias que se pueden presentar como: 


P 
А) Боз >0 


Р(х 
cia) 


Donde para todos los casos: О°(х) > 1 


Ejemplo: 
Dada la inecuación: 


e Usamos el criterio de los puntos críticos: 


x+5=0=x=-5 
Х-1-0-х-1 


* Enlarecta numérica real: 


* Obtenemos el conjunto solución (CS): 


CS = (-5; 1) - (-3) 


PO) 


P(x) 
ЕШ 


La condición necesaria y suficiente para la solución respectiva es que cuando se factoriza Q(x), sus valores 
críticos en los intervalos respectivos siempre serán considerados "abiertos", es decir, intervalos abiertos. 
El método práctico a emplear es el de los puntos críticos. 


х=а „х= 0 ‚ соп 0 « b « a. Su solución es la unión de dos intervalos, siendo uno de ellos: 
х+а хар 
Resolución: 
+ Sumamos E a ambos miembros de la desigualdad: 
Х-а X*-Boxeb xb x-a xe-b —2(а—Ь)х 
х+а х+Ь x«b x«b ° xta x+b и (х+а)(х+0) 


Como dato tenemos que a – b > 0, entonces multiplicamos por — 


Por el criterio de los puntos críticos: 
Хх-0-х-0 
х+а=0 = х= -а 
x+b=0=x=-b 


- + 
* Enlarecta real: MER wu И 


-оо =а —b 0 


1 


X 


* Como respuesta, uno de los intervalos puede ser: (—a; —b) U (0; +00) 


Regla práctica para acotar intervalos 


Como regla práctica si hay intervalos con extremos negativos; uno negativo y el otro positivo, etc. y estas por 


2(a-b) (x a)(x b) с: 


condición del problema son necesarios sus cuadrados respectivos, tenga en cuenta lo siguiente. 


Veamos con ejemplos: 


1.8; -3€x «02 . АА. 


-оо -3 0 +œ 


OE 


Ten presente que el intervalo izquierdo siempre 
toma el menor valor y el derecho el mayor valor, 
sixcm. 


.-9<х<-2- MA. 


—oo -0 -2 +оо 


>4<x<81 > EE UN 


-œ 4 


81 +00 


Si: -2<x<0= 9(14 x «97 


-1<1+х<1 > _ 


—oo —1 


Еп este caso se tiene que: 


Considerar al cero. 


> 0<(1-х2<1 


1 +œ 


Problemas resueltos 


э | Puntos críticos: 3 ‚—1;2 


Е? Чех? И 
Resolución: 


m > х2 + 3х + 12 = х2 – 3x + (m – 12) 20 


Como la inecuación es positiva el conjunto solución estará 


Sabemos: iti 
| tivas: 
Р(х) = aX + х+с2 0; vxeRa»0AAXO 2. 78,190 б, 
А = (—3)2— 4(1)m — 12) <0 s | | 
9-4m+48<0 
57 <4m=m=> 14,25 
үң, = 15 Resolución: 


Calculamos el discriminante: A = (1? — 4(-1) = A=5 


Hallamos los puntos críticos: 


х= =1ЖЎА „у РІНІП 

Resolución: ud : _ г. | 
аб 
«аза 
b'c'a-sfa b C.4(MA»-MGvm) AGA 

с abe =% Ша Т/Б +” 

2 2 

m 


Resolución: 


Multiplicamos por (—1) a la desigualdad, se tendrá: 
(x— 4)(х – 2)(x+ 1) <0 


тылы eue ego: La inecuación dada es: Gráficamente: 


4 B 2% .хе(-о;-110|0;4| = 20-x-3«x) -1 
-> 1 2 4 + y -xe2« 0 AY 


(x— 2)(х+ 1) <0 —оо zi 2 +оо 


Ән ы E 
2 
Resolución: Е 5 -1<%-1 TA E FI 
ХЗ +x2-4x-4=<0 | Puntos críticos: 2; —1, 2 X -3x«0 


X(x4- 1) – 4(х+ 1) <0 | Analizamos gráficamente: Xxx - 3) «0 
(à – 4)(х + 1) x 0 


> C$- (0,3 49 
к—-2)(х + 2(х 1) <0 И “Жа” “жа (0:3) (2) 


о 2 -1 2 + Intersectamos (1) у (2): 


Como la inecuación es negativa < 0 trabajaremos con las zonas ЕЕ шы 
negativas: 


z. X € (oo; -2]U [-1; 2] 


Resolución: 


Kesolución: " 
33 1- 302 - x- 2) - Resolución: 

X=? Е «-2%»4х-2<0- (x- 1) +4х+2<0 
3041-35 23x > 3-47. > 

x -x-2 727-201” х2 +2 <0 > x 38.0 
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16x? + 56х+33<0 = (4х + 3)(4х + 11) « 0 


РС: x --3 д al 


4 4 
+ MU + 
-оо -11 23 +оо 
4 4 
: 18, 
2.056 - 1) 


E» La inecuación x? — 2bx — с < 0 tiene como conjunto solución 
(—3; 5), halla b + c. 


Resolución: 

Como su conjunto solución es x е (—3; 5), entonces: 
X= -9 ^ X) = 5 

X4; X; son las raíces de la inecuación; que con estas formaremos 
su inecuación respectiva. 

(x + 3)(x— 5) « 0 

Y 22x -45« 0 44) 

Compara la inecuación (1) con la del dato. 

X? — 2bx — c < 0 (dato) 

Identificando los términos obtenemos los valores de b y c. 
b=1 A c¢c=15 


Nos piden “b + с”, luego. 
b+c=1+15=16 


10 7 Determina el conjunto solución de: (X? + 1)(x — 2)(x + 7)>0 


Resolución: 

Simplificando, la inecuación queda: (x — 2)(x + 7) 2 0 
Igualamos cada factor a cero: 

x-2=0= x=2Ax+7=0 > x=-7 
Ubicamos ordenadamente en la recta real: 


7. El conjunto solución será: CS = (—oo; —7] U [2; +оо) 
ОЕ 
EID Resuelve: (x 7) E 8) (10 — xx + 1)(х— 3) >0 


Resolución: 
Existen factores repetidos, procedemos de la siguiente manera. 


(к-т) +) (reo sto 08-310 


Simplificamos los factores con exponente par (pues siempre serán 
positivos), siempre que: x + + X 4-1 y x Z8 


(x- 5) БӨЗ - Xx 1)x- 3) > 0 


Fíjate que el tercer factor tiene a la incógnita precedida del signo 
menos, en estos casos se sugiere factorizar el signo (—) y luego 
multiplicar por (—1) a ambos miembros de la desigualdad, que 
cambiará de sentido: 
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-(x- T) z)e- 10)(х + 1)(х — 3) » 0 


(x- (e $)e- 10)(x + 1)(x— 3) « 0 


7 5 
Segün el criterio de los puntos críticos. 
12 _1 x-10=0=x=10 
а poe x+1=0 = x--1 
1 0 1 Х-3-0->х-3 
х+т=бәх=—т- 


En forma ordenada estos puntos críticos los ubicamos еп la recta 
real, hacemos uso de la regla de los signos: 


La incógnita x tomará cualquier valor que pertenezca a la unión 
de los intervalos que están con signo (—), ya que la desigualdad 
final tiene signo («): 

“.XE (-оо; -1) U Ct 7) U (3; 10) - (8) 


EB Determina el conjunto de valores del número real r tal que la 
función f(x) = (rx? — 2rx + 1), esté definida en [0; 11. 


Resolución: 

<l 

n? — 2 +1 

Sumamos y restamos r en el denominador de la función. 

AAA 1 

ГК агр п T) eer 
tcp 


La función se puede escribir como: f(x) — 


f(x) = = f(x) = 


Partimos del intervalo condición para darle forma a la función 
solicitada: 


Para r > 0 (F definida en [0; 1]) 
0<х<1 => -1<х-1<0 = 0<(х-1)7<1 


Como r > 0 (positivo); multiplicamos a la desigualdad por r; y el 
sentido no cambia: 0 < r (x — 1)! < r 


Sumamos 1 – га la desigualdad: 1-—r<r(x- 1741 -r&E1 


Por propiedad: 
Si a y b tienen el mismo signo, se cumple: 
IA! 


а<хХ<һе>--<--<-- 
b x а 


1 1 

< < 1<{(х) < 
r(x-1)?+1-r 1-7 

El intervalo obtenido по está еп el conjunto de llegada. Para r « 0 


1 


en 
1-r 


Haciendo las respectivas transformaciones: Iar < f(x) < 1 
Entonces: 0 < ЕЕ zi 
1—г> 1 


Г<0-ге(-ос; 0] 


UNIDAD 4 
VALO? ABSOLUTO 


CD DEFINICIÓN 


El valor absoluto de un número real x se denota por |х| y se define de la siguiente forma: 


=] н о también: 
-X;x«0 
Ejemplos: 
1 
2x+4 X2 > 
2x-1+5;2x-1=>0 : 2 
T. Bit ese үк ж-4<0 > 12M-11+5= 4 
! -2x +6; X< = 


3x - 24 10 — 2x +5; 3x-220 


—2x! + 3x + 13; xz 
-(3x-2)410-22-45 3x-2«0 2 


2. ГЕКЕ ЕЕ 


SIN см 


—2x? — 3x + 17; X< 


ПП ECUACIONES QUE INCLUYEN VALOR ABSOLUTO 


Sean x y a expresiones algebraicas, se cumplen los siguientes teoremas: 


xĮ=a = (a20) л (x=a Ух--а) ll. | IxI2]b| = x=b V x=- 
Ejemplos: 
1. Resuelve la siguiente ecuación con valor absoluto: 2. Resuelve la siguiente ecuación con valor absoluto: 
|3x — 7| = 2x + 12 17x — 8| = [5x + 2] 
Resolución: Resolución: 
13x — 7| = 2x + 12 [7x — 8| = |5x + 2] 


Aplicamos el teorema l: 

(2x - 1220) л (3x-7=2x +12 V3x - 7 = - 2x - 12) 
(х>-6)л (х-19 v х= –1) 

No descartamos ninguna solución porque satisfacen 
la condición x > —6 = CS = (-1; 19) 


Aplicamos el teorema Il: 
7x-8=5x+2 V Tx - 82 – bx -2 
X5 V X= 


һә|- 


El conjunto solución será: CS = (5 5} 


CD INECUACIONES QUE INCLUYEN VALORES ABSOLUTOS 
* Siendo x y b expresiones algebraicas, considera los siguientes teoremas: 
| | Ix|<b = (b>0) v (-b<x<b) ll. | I| b e (b>0) v (-b<x<b) 


Ejemplo: 
Resuelve la siguiente desigualdad: |2x — 32] « x — 15 


Resolución: No descartamos ninguna solución porque 
La inecuación tiene la forma del teorema ll: satisfacen la condición: x » 15 
|5х — 32| <x - 15 


Veamos gráficamente: 
Entonces aplicamos el teorema: 


(х – 15 > 0) A (- (x — 15) < 2x - 32 «x - 15) 


(x> 15) л (2x -32» — х+ 15 ^ 2x - 32 < (x — 15) е MES d 17 de 
(x > 15) ^ (x> ^x« 17) Luego, el conjunto solución es: 
: 47 


Recuerda 


Propiedades de valor absoluto 


1. x| 2 0; vxe В 

2. || 20 = x20 

3. xy] = ШУ; Yx, y € R 
x 

4. Is] B T у#0 

5. pl = Ix? -Xx5vxem 

6. уж = |х|; Vx ER 

7. -|x| € x < x; Vx € В 

8. |х| = |-x]; Vx € R 

9. |x + y| < |х| + |y; v; y e R 

(Desigualdad triangular) 


Observación 


también lo 


a) x + y| = |х| + |y; si: xy z 0 | 


b) |x + y| < |х| + |y[; si: xy < 0 


: La desigualdad |x| < b segün 
i el teorema se puede escribir 
i también como: 
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г есиа- 
con dos 


} Para cada intervalo de la recta : 
: real: : 


0 x<-5 і 
i Sx-1«-162x-3«- 13; x+5<0 | 
Li о B | 


©)-в=х<1 


i-16X3x-1«0;-13x2x- 3«- 7} 
; E ==" 83 
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* Siendo b ип nümero real, considera los siguientes teoremas: 


Il. | Ix] >b e x«-bvx»b IV. | | Zb ee xx-bvxzb 


Ejemplo: 
Resuelve la inecuación que contiene valor absoluto: |3x + 1| > 2x — 3 


Resolución: Veamos gráficamente: 
La inecuación tiene forma del teorema III: 


Pe ж 2. 
Entonces aplicamos el teorema: 


—oo -4 2 +оо 
3x +1 < – (2х – 3) V 3x+1>2x-3 5 
2 
еу -4 
y VX> El conjunto solución es: CS = в-|-4; 2. 


MA INECUACIONES СОМ DOS O MÁS VALORES ABSOLUTOS 


Método de los intervalos (puntos críticos) 
Observa el procedimiento utilizado en la siguiente resolución: 


Ejemplo: 
1. Resuelve: |3x — 1] + [2х - 3| — x + 5| «2; Vx € IR 


Resolución: 
a) Obtenemos los puntos críticos, igualando a cero cada valor absoluto: 
• [3x-1]=0 = х= 1/3 e |2x-3]=0 = х= 3/2 1+5=0 =x=-5 


b) Graficamos los puntos críticos en la recta real. La recta se ha dividido еп 4 intervalos: 


20:05 602 биш 


с) Analizamos en cada uno de los intervalos, la variación de los valores absolutos: 


Intervalo(1:x«-5 — (1) Intervalo (3); > SX - 445) 
[3х — 1] + [2х - 3] - Ix + 5| < 2 


25 Ré ва [Sx — 1] + [2х — 3] — («+ 5) «2 
—(3x — 1) – (2x - 3) - (-(x + 5)) < 2 + E M 
ы. 0) 3x-1-(2x-3)-x-5«2 


(1) п (2): хес 2 xe8420 


: 1 ы 3 
Intervalo (2): -5<х<= -49 Intervalo (4): x > 5. 447) 
13x - 1| + 2x — 3] — Ix 5| < 2 3x — 1 + |2х – 3] - |x +5] < 2 
= — 2 —— == — 
- - + + + 
нел 3х-1+2х-3—-х—-5<2 
25-9 fS << .48 
@п @:хє$›= |21 и 
(7) (8): хє$, = 5 t) 


El conjunto solución es: $4 US, U S4 U S4 


Veamos gráficamente: - Жш. xecs- E f; 11 ) 


1 +оо 


4 v 


N|% 


d. d 
2 3 


Técnicas раға graficar 
En forma resumida se presentan los siguientes procedimientos para graficar funciones. 


Traslación vertical Para graficar y considera: 


1. у= х) +а;а>0 Subir a unidades la gráfica de f. 
2. у= (х) -а;а>0 Bajar a unidades la gráfica de f. Téngase en cuenta las 


- Е 3 2 traslaciones de las siguientes 
Traslación horizontal Para graficar y considera: cunas 


3. y=f(x+b); b>0 Correr la gráfica de f, b unidades a la izquierda 
4. y=f(x-b); b>0 Correr la gráfica de f, b unidades a la derecha. 


Para los valores x tales que x es negativo el VALOR 
ABSOLUTO lo hace positivo. 


Ejemplo: 
Indica la gráfica que mejor representa a: f(x) = In? -4| -3|;xER 


Resolución: 

Consideramos las técnicas para graficar, esta la realizamos por partes: 

1. f(x) =2-4 3. f(x) - xà - 4| -3 
En este caso la traslación es 4 unidades hacia Un nuevo gráfico que se tiene que trasladar 3 
abajo. unidades hacia abajo. 


y fx) = pà - 4| - 3 


<< 
2 
2. f(x) = x? — 4l 4. fa(x) = 1х2 — 4] - 3] 
El valor absoluto hace que los valores x negativos Convertimos los valores х negativos a absolutos 
de x los convierta en positivos. referente al gráfico. 


© EFECTUAR 


1. Determina el conjunto solución de la inecuación: 3. Halla la suma de valores enteros que verifica: 
Ix - 3] + (x - 1) + 2x - 1| «x- 5 4х — 2] + 3 |-x| = 2|х| + 18 – 4x| + 9 


2. Señala cuántos soluciones tiene la ecuación: 
x 2003 2003 


x =|х|+ 2 
y Ix | 


X 
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Problemas resueltos 


Resolución: 

2х = 1= 0-х = 1/2 

Graficamos: 

() (1) 
Resolución: jum ұла "s 
Del conjunto A tenemos: 2 
x^ + 7-220 Intervalo (1): (oo; 1/2) (1) 
(IX + 2) (Х| 2 1) >0= |х - 120 day ax 
Siempre es positivo x-5 -2 <0 
Luego: |х >1 ex» 1 v x«-1 -O9€! 11 29 ‚ 9x11 y 
x-5 x-5 


» А = ]—со, -1[U 11; +оо[ 


Análogamente se obtiene: B — 1-3; 31 


. AnB- 3; -1000; 31 


x € (os; Tug: +оо) 40) 
(1) п (2): 
X € (—oc; 1/2 ni 
Resolución: (=œ; 1/2) (9 
b? — 5x| « 6 Intervalo (11): [1/2; +00) 243) 
Por el teorema: -6<х2-5х<6 ALIA. «0 
Bi d 5x 4) 3-х <0 = х=й >0 
Х-5х<6 (Il) 
De (I): 
—6 «x! — 5х 
х2 5х +6>0 > (х—2(х—3)>0 
Graficamos: x € (=09; 5) U (9; +оо) 4.4) 
3 n (8)0 (4) 
хє |1; 5) U(9; +) (%) 
оо 2 3 +оо 2 ; е 
Сото la inecuación es mayor que сего tomaremos las zonas Luego de (*) y (**) obtenemos el intervalo donde pertenece x: 
positivas: CS = (—oo; 5) U (9; +оо) 
X € (—00; 2) U (8; +оо) а) 
De (11): 
х2 — 5х < 6 


X – 5х 6 <0- (х – 6)(х+ 1) «0 


Resolución: 
Graficamos: 13 — 2x| < |x + 4| = [2x — 3| < [x + 4 


t t Elevando al cuadrado obtenemos: 
-со =f 6 +оо (2x — 3% < (х + 4)? 
(2х – 3)? – (x + 4? <0 
(2-3 – х – 4)(2х-3 +х +4) <0 
(х — 7)(3х + 1) x0 


Сото la inecuación es menor que cero tomaremos la zona 
negativa: x € (—1; 6) (B) 


Luego intersectando (о) y (B) obtenemos: 
CS = (1; 2) U (3; 6) 


Graficamos: 


CS = [-1/8; 7] 
El mayor entero que verifica es el 7. 
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ED resuelve: [3x - 4| < x + 4 


Resolución: 
Recuerda la siguiente propiedad: |x| ¿b=b=>0A (—b < x < b) 


En el problema, tenemos: 
х+420 = х2 —4 (1) 
I 
a 
—(x+4) <3x-4<x+4 
AAA 
| 


De (I): 
-Х-4<93х-4 
х>0 ..(2) 
De (II): 
3x-4<x+4 
x<4 ..(3) 


De las soluciones (1); (2) y (3): 


CS = [0; 4] 


ЕЭ Resuelve: |х| + |1 —x| € 1 


Resolución: 
I +|1—х| < 1 
= Sea: 

x=0 ^ x=1=0 

x=0 ^ x 
Graficamos: 

Q0 əуес, D 
—oo n 4 +оо 


Intervalo (1): x < 0 
Analizamos en la inecuación: -X + 1 = x x15 x»0 
Luego: 
x € (—oo; 0) N (0; +оо) 
хє@ ..(1) 
Intervalo (11): 0 € x < 1 
Analizamos en la inecuación: x + 1—x<1=1<1=xE€R 
Luego: 
x € [0; 1) n IR 
x € [0; 1) (2) 
Intervalo (IlI): x > 1 
Analizamos еп la inecuación: x + x — 1 < 12x < 125 x € (—oc; 1] 
Luego: x € [1; +оо) n (оо; 1] 
хє{1} (3) 
Entonces: (1) U (2) U (3): x € [0; 1] 
CS = [0; 1] 


Resuelve: 22 50 


Señala el menor entero positivo que la verifica. 


Resolución: 
2x—5 
| = |< 3 = 2x — 5| < 3х — 6] 


Elevamos al cuadrado: 
(2x — 5)? — (3x — 18)? < 0 
(2x — 5 — Зх  18)(2x — 5 + Зх — 18) «0 
(7x + 13)(5х — 23) < 0; x 26 
(x — 13)(5х — 23) > 0; x z6 


Graficamos: 


Entonces: x € CS = (-оо; 23/5) U (13; +оо) 
г. El menor entero positivo que lo verifica es 1. 


[ED si i х, es el conjunto solución de: 3** 11 — |3*— 1| = 3*4 2, 


entonces la suma de x, y X; es: 


Resolución: 

Obtenemos los puntos críticos: 
Ix+1|=0=x=-1 

13 11=0= 3" = 1 3 = 306 х= 0 


Graficamos los puntos críticos: 


DA1D000O + 
[2 БЕТІН ШЕСІ 
Ж БЕСІ БЕСІ БЕТТЕ 


Analizamos cada uno de los intervalos: 


Intervalo (1): х «—-1 — ..(1) | Intevalo(3:xz0 — ..(5) 


а През ШЫН! gr du 34.2 
= aa = = 


3Э-1+9—-1=%+2 31 (8 1)=39+2 
3*-123 3521 
sx- i= 2x-0 (6) 
х--2 (2), (5)A (6): S; = (0) 


1 2): 5, ={—2 
(1) п 2:5, ={-2 КЕНТ 


Intervalo (2) -15х<0 (5), cs- (-2uouU(0) 


“егі. е-е) 23542 С5-(-2; 0) 
+ x 
31.3 -1-23*42 Luego: 
3*+1—3! х= 2 Л х= 0 


х= 0 444) X4 + X = -2 + 0 = -2 
(3) п (4): 5-02 
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LOGARITMOS 


Para todo par d 
reales a y b 


eun 
lo un x, tal 


} Sia» 0yaz 1; entonces las 
¿ condiciones ах = a? y ху = x; i 
} son equivalentes, es decir: : 


: x X 
; a'=a? ехі-х 


Recuerda 


log10N <> logN | 


y se lee: 
mo decimal de N. 
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CD DEFINICIÓN 


Sean a y b dos números reales, a > 0; a + 1 y b > 0; un número real x recibe el nombre de logaritmo del número 
b en base a si y solo si a* = b. 


Notación: (log, =x}; se lee: x es el logaritmo del nümero b en base a. 
De la definición: | |0940 2x < а*=Ь 


ПП PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS 


1. SIA.B>0 y b»0,b z f; se cumple: 5. Regla del sombrero: 
Si A > 0, b > 0; b z 1, se cumple: 


fog, -= nlog,¡A |; n€ IR 


2. SIA>0;b > 0; b 4 1; se cumple: 6. SIA.B>0,b>0;b z 1; se cumple: 


log, A" = T log;A ;nem 09 А) = logpA – log,B 
тє — (0) В 


3. SIA>0;b>0;b%1,n€IN,n=2;se cumple: |7. Sib>0yb 5 1; se cumple: 


log, WA = Llog,A logyí -0 


4. Sib>0 A b #1; se cumple: 8. Sib >0,b#1,n €N, п > 2; M» 0; se cumple: 
одър = 1 logyM = log»; УМ 


CB CAMBIO DE BASE 


log,N 
Sea N >0yb>0;b% 1; a > 0; a # 1; se cumple: |09, = Eo 
a 


Ejemplos: 


log, (AB) = log,A + log, B 


100210 
100923 


100520 
10057 


10910018 


• 109310 = 10010020 


Ы 104720 - Ы 1092018 = 


d REGLA DE LA CADENA 
Si a; b; c; d € IR” y a; b; с; 43-1 se cumple: 


Abierta: | 100,8. 109,0 . logge = 10048 Cerrada: | log4b . loggc . log,d = 100,4 


СП COLOGARITMO 

Definición 

Se denomina cologaritmo de un número b positivo en una base dada a positiva y diferente de la unidad, como 
el logaritmo de la inversa de dicho número en esa misma base. Así: 


cologab -100,(1/0)--1000 |;a ^ b»0; а#1 
C3 ANTILOGARITMO 


Definición 
El antilogaritmo de un nümero real a en una base dada b, es el nümero que resulta de elevar la base al 


nümero a. Así: 
antilog,a = b? |; a c R, b > 0; bz 1 


Propiedades 
Siendo b » 0 ^ b z 1, se cumple que: 


1. | antilog,(log,x) 2 x |; x» 0 2. | logp(antilogyx) =X |; xe IR 


3. | antilog,(colog,x) = 1. :x»0 4. 


CD DESIGUALDADES LOGARÍTMICAS 


colog,(antilog,x) =- x |; xe IR 


Es una relación de orden donde la variable se encuentra afectada por la función logaritmo, y su resolución 


depende fundamentalmente de la base de dicha función. 
Se presentan los siguientes casos: 


Caso 1: cuando a » 1 Caso 2: cuando a » 1 


log f(x) » b = f(x) »0 ^ f(x) > a logf(x) «b = f(x) » 0 ^ f(x) <a? 


Ejemplo: 
Resuelve: log4(3 — 4x) > 2 


Ejemplo: 
Resuelve: logg(x — 3(x + 1) + 5) < 1 


Resolución: 
• Por la propiedad enunciada: 
x- 3(х+ 1) +5>0 л x -3(x + 1) +5<6' 
X«1^x»-2 


Resolución: 
* Por la propiedad enunciada: 
3-4x>0 л 3-4x>3? 


3 = 
"SY ^ X« 2 


—oo -2 1 +оо 


С5-хе(-2,1) 
С5-ке(-о-2) 


CB GRÁFICAS DE FUNCIONES LOGARÍTMICAS 
Función exponencial 


Sea el número real b, tal que b > 0 ^ b = 1, entonces definimos la función exponencial de la siguiente manera: 


exp = (x; y) /xE RA y =b% 


Veamos dos casos: 


A) Base: b > 1 B) Base: 0 «b < 1 


Si: x; > Xy => b% > b^ 


Si: x; < xy > b? > p^ 


г. La función es estrictamente decreciente. 


г. La función es estrictamente creciente. 


Función logaritmo 
La función logaritmo se define como el conjunto de pares ordenados: 


f=((x y) / х) =x > 0 лу =log,x € IR], b #1 


Dom(f) =IR* л Ran(f) = R 


La ine 


cuación logarítmica 
también se puede expresar 
como: . 

log,M > logaN | 


Donde: 


[ m>0,N>0,a>0,a%1] 24 


Seg 
ba: 


jún como se presenta la 
e considere los casos: 


Caso 1: 


(Si: а > 1 ^ log,M > log,N 
> MSN lll 


Si: 0 < a < 1 A^ logaM > logaN | 
ә М<М Ш 


ЕІ conjunto solución vien 


dado por la opere -ió z ne 
-CS( 01) r 


CS = С5() п CS (II) п CS (1) 


| 
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A 


Observación 


| Io erm 
logab = Ба а ;a; b e R`- (1) 


Atención 


logaritm 
Siendo:a^b»0;az1 


| alo9ab =b 


* Regla del intercambio 
{а b;cj cIS bz 1 


==) 
Así: 


e 7099510. 4019957 


e 219959 _ 910952 


Atención 


| Como la función es par, se 

: analiza por el criterio más : 
i simple en el intervalo (1; +00) : 
i де modo que para el intervalo : 
} (оо; -1) se hace su : 
: respectiva imagen reflexiva 

} respecto al eje y. 
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Veamos dos casos: 
A) Base: b > 1 


Del gráfico: 


109Х2 > loggxq = X» > X 


г. Es una función creciente. 
Ejemplos: 
1. Bosqueja la gráfica cartesiana de la función: f(x) = |logy|xl|; si b > 1. 


Resolución: 

logyx| ER = |х| >20 = xem- (0) 

Como b » 1, nos queda por definir lo siguiente: 

La función es continua para cualquier valor de x 


menos el cero (no lo considera). Luego, la función 
f(x) es creciente por encima del eje x. 


log, |x|] ER = [logglx]| > 0 

Además, la función es par. Para cualquier valor 
negativo de x, la función se hace positiva (su gráfica 
cartesiana es simétrica con respecto al eje y). 


f(x) = llogp|—xI| = llogp lx]! = f(x) 


Resolución: 

Para que la función exista, se debe tener: 

(|-1>0-фі>1-х>1 V x«-1 
=> X E (oo; -1)U (1; +оо) 


Observa que la función es par, es decir: 
f(x) = f(x); Vx: (=x) € Dom(f) 


Veamos: f(x) = log(Ix| + 1) + log(Ix| — 1) 
f(x) = log(I-x| + 1) + log(I-x| — 1) 
> f(x) = f(-x) 


Consideramos el conjunto admisible de 
x € (1; +00) entonces: 
f(x) = log(x + 1) + log(x — 1) 

= log((x + 1)(x — 1)) 

- log(x? – 1) 


Ahora: x? — 1 0; x Æ 1, entonces х = 1 es una 
asíntota vertical para f. 

También notamos que f(4/2) =0 y f(2) « 1 
Entonces la gráfica que corresponde a (1; +00) 
es: 


B) Base: 0«b «1 


y- b^. 


Del gráfico: 


logyx4 >100,Х2 = Xy < X» 


г. Es una función decreciente. 


Luego, la gráfica solicitada es como sigue: 


y 
y = llogp lx 


. Bosqueja la gráfica cartesiana de la función: f(x) = log(Ix| + 1) + log(Ix| — 1) 


“2 


рог: 


Problemas resueltos 


ED Calcula: A = log; antilogz logs antilogz 1093 3/3 


Resolución: 
Recordamos antilogylogy N = № А = 1093 3/3 
Entonces: = A = 10933 + log, УЗ 
А = log; antilogz log; antilog 1093 3/3 zu m 23 
< 7412022 
3/3 =. A= 2 


3/3 


ES Halla el conjunto solución de: log, | > | 


Resolución: 
* Existencia del logaritmo: 


LESS AX A 


(х + 3)(х = 1) >0 


^. X € (1; +00) A 


La base es mayor que uno: 


og, (453) > log,x - iil >x 


x-1 1 
2 
ХЗ pn СеЖез 24 
x-1 x-1 
(x – 3(x + 1)(х — 1) «0 
- + - + 
< > 
—oo -1 1 3 +оо 


x€(-og -1)U (1; 3) ..B 


Intersecamos los conjuntos A y B: 


-ә 1 1 3 +00 


“Xx E (1; 3) 
ED Halla el conjunto solución de: logsx + logs(x + 1) < logs(2x + 6) 


Resolución: 


Para desarrollar inecuaciones logarítmicas como esta, seguimos 
los pasos descritos en la teoría. 
Existencia del logaritmo. 
x>0Ax+1>0 A2x+6>0 
х>0Л х>-1Л Х>=З 
-эх>0 A 
De la inecuación: 
loga[x(x + 1) < logs(2x + 6) 


La base es mayor que 1, 
entonces: 
X(x+1)<2x +6 олке; 3 225 
ХХ «2x +6 
X! -х-6<0 
(х – 3)(х + 2) <0 


хє (—2;3) ..B 


Intersecamos Ау B: 


-оо -2 0 9 +o > xE (0; 3) 


D» Calcula: R = 1 — colog;antilog;log5625 


Resolución: 

R = 1 — colog;antilog/lo95625 
К-1- соіодзапіїїо0410055* 

К = 1 — соіодзапії09,4 

К=1— соі094“ =1— colog;2? 


R=1 — loga( 5) = 1-109;27% 


К = 1 + 81092 R9 


EP Resuelve: log2x = 6|logox|- 16 > 0 


Resolución: 
De la inecuación: 

log3x — 6llogx| — 16 >0 | llogxx| — 82 0 
llogoxl? — 6ļlog;x| — 16 > 0 одох 2 8 


|1095х| —8 logo Z8 v log,x < —8 
po cM 


|002) xs x«2^.l 
Además: 
(llog2x] — 8)(llogxx| + 2) = 0| x> o (l) 


+ 
qn) 


| à 2 ) .хе(027 U [28; +00) 


-œ 0 2% 2% +оо 


ЮЭ ос: = ооу? 


Resolución: 
De la función: 
f(x) = logax? = 2log4 x| 
Sabemos que: 


Luego, la gráfica de 
f(x) = 2logjlx| es: 


у g(x) = logax 
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FUNCIONES 


: De la gráfica: 

: Еп qué mes observas la 

: temperaturas más baja i 
¿ Rpta.: En agosto (invierno) 12°C. : 


El producto ca 
M=(1;2) y 


conjunto de MXN, 
ir, una 1 ¡ón es un 
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ПП NOCIÓN DE FUNCIÓN 


El clima en nuestro país es cambiante y se relaciona con la temperatura, es decir, a medida que pasan los días 
la temperatura aumenta o disminuye, es por ello que se observan 4 estaciones en el afio. 
Veamos cómo relacionar estaciones con temperatura. 


TC, 
d Se observa segün la gráfica: 
En junio: T = 20°С 

En agosto: T = 12° C 


30° 
pe E нааае 


5 ) En diciembre: T = 25° C 
498 е.а jo | i La temperatura adquiere su máximo 
| | | valor en verano (25? — 31° aprox.). 
—Ó————————|——— 
Otoño ; Invierno ; Primavera Verano Estaciones 
jun. agos. dic. mar. 

CD FUNCIÓN 
Definición 


Una función es una dependencia entre magnitudes. 
Sean A y B dos conjuntos no vacíos (pudiendo ser A — B), llamaremos función definida en A a valores en B 
(función de A en B), a toda relación: f C A x B que tiene la propiedad: 


(a;b) ef y (a;c)ef=b=cC 
Es decir, una función f es un conjunto de pares ordenados de elementos, tal que dos pares distintos nunca 
tienen el mismo primer elemento. 


Notación 
Sifes una función de A еп B, se designa рог: 


f 
А A4 07 B 
Se lee: f es una función de A en B. 
fA—-B o a: elemento de A. 
b: elemento de B. 


Ejemplos: 
1. f 2: f 3. f 


AV NB МОО м R^ Ns 


pen >! a 


Siendo: a 4 b 5 c, diremos: f = ((1; c), (2; d), (3; b)) es función. f = {(1; b), (2; a), (2; с)} 


f = ((a; 1), (b; 1), (c; 1)) es No es función porque se repite 
función. la primera componente, f es una 
relación. 


4. Determina los valores de a y b, de modo que el siguiente 2a?-b=5 (1) | sumando (1) y (2) 


conjunto: В-а7-4 42) 

F = (2: 5), (C1: 4), (2: 2a? - b), (1; b- a?) | Te 2.02. 
y п (2): 

sea una función. b-9=4 > b-13 

Resolución: г 8-2Xx9 л b=13 


Si F es función, por definición al repetirse las primeras 
componentes las segundas deben ser iguales: 


Dominio y rango de una función 
Si f es una función de A en B, el conjunto A se llamará conjunto de partida o dominio de la función, y B el 
conjunto de llegada o rango. 


* El dominio de una función f. Se designa por Dom(f) o Df y se define como el conjunto siguiente: 


Dom(f) = (x € A/ 3 y, tal que (х; y) € f) | (son las primeras componentes de los pares ordenados) 


* Elrango (o imagen) de una función f. Se designa por Ran(f) o Im(f) y se define como el conjunto siguiente: 


Para definir bien una función, 


Ran(f) = (y € B/ Эх, tal que (x; y) € f} | (son las segundas componentes de los pares ordenados) 


* Siel par ordenado (a; b) c f, escribiremos: 
b — f(a) y diremos que b es imagen de a en f (o también, que b es el valor de f en a) 
f = {(а; 0) eAxB/b = f(a), a € Dom(f)) 


y 
ignar para 
: Dom(f), su 


Ejemplo: 1 v x € [0; 5] 
Halla el dominio y rango de la función f = ((2; 3), (4; 5), (6; 3), (-2; a)) ———— AA 
Re Dominio 
Resolución: con "ok 
Dom(f) = (2; 4; 6; 2) ^ Ran(f) = (3; 5; a) = f(x) es una función. 


Regla de correspondencia 
Es la expresión matemática que relaciona cada elemento de la función con su respectivo rango o imagen. 


Donde: También: 
y=f(x) | x variable independiente. f(x) = ((x y) e IR? / y = f(x), v x e Dom(f)) 
git! 


y: variable dependiente. | 
Regla de correspondencia 


CD FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL 


Son aquellas funciones y — f(x), cuyos dominios y rangos se encuentran en los reales. 


Dom(f) е IR ^ Ran(f) € IR 
Dominio de una función real 
Ejemplos: 4 
Halla el dominio de las siguientes funciones: 
1. (x)= Vx-2 Resolución: En el ejemplo 2 И 
X € A, veamos las imágenes que cumplan con а оос 
3 3 ya que no cumple la regla de 
Resolución: la regla de correspondencia: y = x correspondencia: 
Como f(x) ER >x-2>0=x>2 (1)€AxB (827) ЄАХВ у= х? 
Ed 14 |1 (2; 27) 4 (2; 2%) 
г.ВотҚх) = [2; +оо) хук x у= 11 
2 f = {х y) EAXB/y= " (1; 1) y (3; 27) cumplen las condiciones. С 
A Хв = {= {(1; 1), (3; 27) 


г. Dom(f) = (1; 3) 


Rango de una función real 
Para determinar el rango existen varios métodos, los más conocidos son: 


* Cuando tenemos una función donde su dominio no presenta rango, se despeja x en función de y. 
* Cuando tenemos un intervalo como dominio, usamos desigualdades. 
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Atención 


[Six <х > (ху) < Қо) | 


(Six, <х > f(x) > Қо) ] 


Recuerda 
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Ejemplos: 
1. Para la función definida por: g(x) = 2x + 3x + 2, | 2. Halla el rango dela función: f(x) =2х+5;хє (-4;2] 


halla el rango. Resolución: 


Del dominio formamos f(x): 


Resolución: 
gx) 2212 3x2 2 XER -4<х<2 
у= 2х2+3х+2 = 214 + 3x - (2- y) -0 -8<2x<4 
—3<2х+5<9 
yc ASE -3< f(x) <9 


2(2) 
Como x € IB; luego, también y е IR. 


Pero: A202 9— M > у> Т 


Luego; Ran(f) = (—3; 9] 


Luego: Ran(g) = | 5; + oo) 


t 1 
CD GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 
Es la representación esquemática de los pares ordenados en el plano cartesiano. 


Ejemplo: 
Grafica f(x) 2 x + 1 
Primero tabulamos para luego graficar: 


Reconocimiento gráfico de una función 
Una gráfica cualquiera será función; si y solo si, al trazar una recta paralela al eje y, corta a la gráfica en un solo 


punto. 
f(x) 
> 
X 
g(x) 


x) es una función. x) no es una función. 


ПП FUNCIONES ESPECIALES 


1. Función constante 2. Función identidad 
Regla de correspondencia | f(x) = К | o yz k Regla de correspondencia: (=x) 
Dom(f) = R ^ Ran(f) = k Dom(f) = R ^ Ran(f) = IR 
Gráfica: Gráfica: 
y f(x) =k 
23 6 x 


нні ‚ 


3. Función lineal 4. Función valor absoluto 

Es una función polinomial con dominio en todos los | Regla de correspondencia: 

reales y con regla de correspondencia: х) = | o y 2 Ix „езе ненен ненен нөн 
f(x) = ах+Ь TM : Recuerda: : 

donde a y b son constantes cualesquiera, (a + 0). |х| = | ОВ A ылады. 

iE j q А =x; si: x < 0 : lal=-a = а<0 
Su gráfica es una recta; con pendiente a e intercepto b. : 
| | | Dom(f) = R ^ Ran(f) = IR* U (0) i Ejemplos: 
Para graficarla, se determina los interceptos con los P | Бі--(-5)-5 
ejes haciendo x = 0 y f(x) = 0. En f(x) = ax + b: Gráfica: | Bes 


* Si: јај 2m, m e IR” 
-а>туа<-т 

+ Sijajzm;mem* 
= -т<а<т 


Six=0 = f(0) 2b Tabulamos 
Sifl)=0 = х= zb 


a 
y y 
f(x) f(x) 
b b 
cp X —b X 
a a 


y=ax+b y=ax+b 
a > 0; о < 90° a < 0; aL > 90° 
a: pendiente de la recta = а = tana 


Ejemplos: 
* |а|>2-а>2уа<-2 
| <2--2<а<2 


5. Función raíz cuadrada 


Regla de correspondencia: | f(x) = Ух | о у-У/х 
Dom(f) = IR* u (0) A Ran(f) = IR* u (0) 


Gráfica: Atención 
Se tabulan valores positivos de x: 

lots 

$9|0o|1]|2]3 


6. Función cuadrática 
Es una función polinomial con dominio en el conjunto de los nümeros reales y cuya regla de correspondencia es: 


{(х)=ах“+һх+с l;abcemRAaz0 


Su gráfica es una parábola simétrica respecto a una recta vertical, llamada eje de simetría, abierta hacia arriba 
si: a > 0 y hacia abajo si: a < 0. 


Gráfica: 
Sea la función: y = ax? + bx + c; donde A (discriminante) = b?—4ac ^ V: vértice 


v Ds (-2) —> Valor mínimo 


a>0 AA>0 


y Eje de simetría 


b 
X =X = 28 


a>0 л A20 а<0 AA=0 


(4; хо) son raíces iguales de la ecuación, cuando: y = 0 
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“ОО Г " 


} También podemos hallar la 

¿ gráfica de g(x) = 2x? - 4x + 9 
¿ completando cuadrados 

i о(х) = 2x0 - 4x +9 

i g(x) -202 - 2х+1- 1) +9 
Н EM mmc 


: о(х) = 2(х – 1)2-2+9 


pl 

¡y =2(x- 1 «7 
іу-7-2(х-1) 

i 2101 

: k а һ 

¿ Vértice (h; К) = (1; 7) 


Observación 


Las raíces o ceros de una 
función f(x) son los interceptos 


Raíces de f(x) = (x4; Xo; хз) 


(169 = k& = xy - хок — x9 ]. 


0а) = о) = f(x) = 0 
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X Valor máximo 
Valor mínimo 


de la función 


de la función 


а>0 лА<0 а<0 л А<0 


En esta función, cuando А « 0, los valores de las raíces son nümeros complejos. 
Ejemplo: 
Grafica g(x) = 2X? - Ax - 9 
Resolución: 
Sabemos que una función cuadrática tiene forma de parábola cuyo vértice es: 
Aga [= Б. -20- 
(h: k) = ( | 2 ) > 00) = 26-49 
a b c a»0,laparábola se abre hacia arriba 
dose ope 
раа)" | 
к= (1) = 2(1)2– 4(1) +9=к=7 
Con estos datos hay más de una posible gráfica. 
Determinamos el punto de intersección con el eje y, para ello evaluamos g(0): 
9(0) = 20)? — 12(0) +9 = 9 
punto de intersección es: (0; 9) 
Graficamos: 


Hallamos h y k: h = = vértice: (1; 7) 


7. Función máximo entero: | f(x) = [x] 


Donde: [Х| =n = n<x<n+1;¡neZ 


Ejemplos: 
• [2122 • [3,7] 2 3 porque 3 € 377 «4 * [73,2] = -4 porque -4 € - 32 < -3 
máximo entero máximo entero 
Propiedades: 
* [x-nij2fxj-n;inez * [x] «n e x«n * [xjzn =x<n+1 
* >п =x=n>+1 >п = х2 п 
Gráfica: 
Domf(x) | Ranf(x) 
[-3; -2) -3 
[-2; -1) -2 
[-1; 0) =! 
[0; 1) 0 
1; 2) 1 
[2; 3) 2 
[3; 4) 3 
Ejemplo: 
Grafica f(x) = /|[x]|; x € (2; 2) 
Resolución: 
Como es una función máximo entero con valor absoluto, es simétrica. 
УЛА para x € [a; b) Graficamos: 


+ /0 = 0 parax e[0; 1); + /1 parax e [-1; 0) 
+ /1 = 1 para x € И; 2); + /2 parax € [-2; -1) 


нт ‚ 


CD OTRAS FUNCIONES 
Función par 
Es una función que se caracteriza por ser simétrica respecto al eje y. Se cumple que: 


|. бі хе Dom(f) = -x € Dom(f) ll. | f(x) = f(-x); v x € Dom(f) 
Función impar 
Es aquella función que se caracteriza por ser simétrica respecto al origen. 


Se cumple que: 
l. Si: x € Dom(f) = —x € Dom(f) ll. | f(x) = —f(—x); V хе Dom(f) 
Ejemplos: 


1. Sea f(x) = х 
* Evaluamos —x en f(x) 


Gráficamente es simétrica al origen. 
y 


f(-x) = (-х)? = х? = – f(x) f(x) 2 xà 
=> f(-x) = —f(x) 
г. f(x) es una función impar. 

X 


2. Sea f(x) = х2 Gráficamente es simétrica al eje y. 


* Evaluamos -х en f(x): y 
f(-x) = (2x1? = x? 2 f(x) 
> f(-x) = f(x) f(x) = x? 


2. f(x) es una función par. 


>< 


Funciones inyectivas, suryectivas у biyectivas 
Función inyectiva o univalente 
Una función f de A en B se llama inyectiva cuando a cada imagen le corresponde una sola preimagen o dominio. 


Propiedad: 
Sea f: A— B inyectiva; V Xy; Xp € A 


(si fx) =) > x =a 


f = {(2; 5), (4; 7), (6; 3)) es una función inyectiva. 


Función suryectiva o sobreyectiva 
Una función f es suryectiva cuando el conjunto de llegada coincide con el rango de la función, es decir, a cada 
imagen le corresponde una preimagen como mínimo. 


Sif. A—B = Ranf-B | v elemento que pertenece a B existe un x € A. 


Función biyectiva 
Una función f de A en B es biyectiva; si es inyectiva y suryectiva a la vez. 


Ejemplo: 

ЕІ-4; +оо) —> [0; +оо) 

у Resolución: 

Observamos que: 

f: [-4; +оо) —> [0; +оо) 

= Es una función inyectiva, gráficamente una recta 
horizontal la corta en un punto y su rango coincide 
con su conjunto de llegada. 

г. Es biyectiva. 


i 


¿Es f biyectiva? 


DU 


Observación 


. Sea la función f(x) 


—f(x) se refleja en eje x 


f(-x) se refleja en eje y 


Desplazamiento de la gráfica de 
una función: 


Sea f(x) la función original 


f(x + a) la gráfica se desplaza a 
unidades en el eje x. 


Sea g(x) la función original 


= g(x)+b la gráfica se 
desplaza b unidades en el eje y. 


= h(x+a)+b la gráfica 
se desplaza horizontal y 
verticalmente. 
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Problemas resueltos M 


ED Dados los conjuntos: Por (—1) y sumamos 4: 
AXB = (1; 2), (1; 3), (1; 4), (2; 2), (2; 3), (2; 4)) 5>4+2x-x>-4 
С = (1; 5,6) = F(x) € [-4; 5] 2. Ran(F(x)) = [—4; 5] 


Determina: (A — C) UB 
EP ¿Cuántos enteros hay en el dominio de la función? 


Resolución: F(x) nd TIEN чь 6 СЕНУ 
Una rápida inspección en el producto cartesiano A X B permite 
reconocer a los conjuntos A y B, veamos: Resolución: 
A={1;2 F(x) =V2+x +8/3-x 
=(2,3,4) | -А-С-12) Para que la función esté bien definida se debe tener: 
С = (1; 5; 6) 2+х>0л3-х>0 


XZ-2^ х<3 


-ДА-С)оВ-(0:3:4) --Е 
< > 


EP: Sea A = (1; 2; 4) y f una función definida en A por: —oo -2 3 +оо 
= {(1; 3), (2; a), (a + 1; 2), (1; b + 1)} Luego de intersectar: Dom(F) = [-2; 3] 
ж 1(1) – f(2) + f(4) Nos piden el número de valores enteros: —2; —1; 0; 1; 2; 3 
*. Hay 6 números enteros. 
Resolución: 
Para que f sea una función, necesariamente: э? Dada la relación funcional F, donde: 
(1:3)=(1:b+1)>b+1=3=b=2 Е = [bu y) ST y = al 
El único valor de a + 1 (a + 1 € A) que satisface para que f sea 
una función es 4> a = 3 Determina su dominio y rango. 
> f= ((1; 3), (2; 3), (4; 2) Ж 
©2Л(1)—12)+14)=3-3+2=2 Resolución: 
De acuerdo con la teoría procedemos a calcular el dominio y el 
E» Sean las funciones F y G con dominio en A = (—3; 0; 1; 2; 4), tales que: rango de F. 
= ((-3; —2), (1; 2), (0; 6), (2; 1), (4; —3)) Dominio: y = 22 
G(x) = ax +2 -5 
Si G(1) = F(2), halla el rango de G(x). 2x-5405x£45 ..xem- {5} 
Resolución: Rango: y = Ll 
= (3,0; 1; 2; 4) e : 
F = (-3 2) (1; 2), (0:6), (2; 1), (4; -3) R A Uu S 
G(x) = ах+2 к= 032 у 1205 yz nyem- (t 
Del enunciado: y- 
G(1) =F(2) = a(1)+2=1=a=-1 
Luego: G(x) = —x + 2 Determina la ecuación de la gráfica f(x): 
Como Dom G(x) = A = x € A; evaluamos: 
x= -3 > G(-3) = -(-3+2=5 
x = 0 = 6(0) = —(0)+2=2 
x=1=G(1) = —(1)+2 = 1 
х= 25 6(2) = –(2)+2 = 0 
x = 4 = G(4) = –(4)+2 = —2 
RanG(x) = (—2; 0; 1; 2; 5} 
|4] Halla el rango de la función: Resolución: 


Ех) =4 +2 —x^x e [-2:3) 


Se observa una función lineal de (—oo; 0] y una función constante 


Resolución: de [0; +00). 

-2<х<3 En f(x) V x € ( —oo; 0] 

—3<х—1<2 f(x) (función lineal) = ах + b; tenemos los interceptos con los ejes: 
0< (х – 1? «9 (-4; 0) y (0; 2), reemplazamos en f(x). 

э0<х-2 5159 0=a(-4) +b ... (I) 

>-1<x-2x<8 2=а(0) +6 ..(ll) 
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De (Il) b = 2 en (I) a = 1/2 = f(x) = > +2, V X € (—oo, 0] 
En f(x), У x € [0, —00) 
f(x) (función constante) = 2, v x € (0,-оо) 
_ ]x24 2; xE (оо; 0] 
cm | 2:x € (0; +00) 


БЭ Se muestra la gráfica: 


y= Fixe 


y =alx-m|+n 
Determina el valor de: T = а+р+ с=т= п 


Resolución: 
De la gráfica: y = ax — m| + n 
Se observa que: m = 2 A n = 1 (desplazamiento de la función 
valor absoluto) 
Además: si x = 0, у = -1 
э-1-а|0-2|ы1-а--1 
Luego: y = —|Ix- 2] +1 ...(l) 
Para hallar los puntos de corte de la gráfica de la ecuación (I) con 
el eje x, resolvemos: 
y =0 > -|x- 2] +1=0= |x- 2] = 1 

эХ-2-1 V x-2=-1 

x=3 v x=1 

Estos puntos son raíces de: y = 2х2 + bx + с 
* Six=1=0=2(14 + (1)b + с 


b+c=-2 44) 
* Six=3=0=2(3)?+3b+c 
3b + c = —18 .. (II) 


Resolvemos (І) y (Il): b = -8Ac-6 
Nos piden: T=a+b+c-m-=n=-1+(-8)+6-2-1=-6 


O Determina la gráfica de f(x) = [x + 1] — 2; si x € [-2; 1]. 


Resolución: 


f(x) = [XI + 1-2 

Propiedad 

f(x) = [х] – 1 

Del dominio seccionamos: —2 < x < –1; -1 <х<0;0 <х<1ух= 1 
Six € [-2; -1) 2 Кі--2 = f(x) 2-2- 1 = -3 

Six € [-1;0) 2 [X] 2-1 > fx) 2 -1- 12 -2 
Sixe[0; 1) = X] 20 = f(x) 20-12 -1 

$1х= 1 > [х] = 1 = {х) = 1-1=0 


10 ) Determina si f(x) es inyectiva y/o periódica. 
y 


f(x) 


Resolución: 


Para determinar si es inyectiva se traza una recta horizontal 
(paralela al eje x), si interseca a la gráfica solo en un punto será 
inyectiva. 

y 


fx T 


|. Se observa que una recta horizontal interseca a f(x) en varios 
puntos. 

Il. También observamos que es periódica, ya que el mismo punto 
se repite cada T unidades. 


D En la función y = 2x — |x| + 3; x € [-5; 2) y cuyo rango es [a; b); 


determina a -- b. 


Resolución: 
Para eliminar el valor absoluto de x restringimos: 
хе(-5; 0) v хє[0; 2) 
y = 2х —(-x) + 3 у=2х-х+3 
у=3х+3 у=х+3 (formamos "у" del dominio) 
Si: -5<x<0 5і:0<х<2 
—12<3х+3<3 3<х+3<5 
—— == 

-12Xy«3 v 3<у<5 
> y €[-12;5) => a--12;b-5 
.а-һ--7/ 

B Grafica la función: 
2 x-1 

ME 
Resolución: 
Tabulando se tiene: 


x |-3|-2|-1| 0 1/2 1 2 3 


Dom(f) = R 
Ran(f) = [—1; 1) 
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PROGRESTONES 


CD SUCESIÓN 


Es un conjunto de números que se encuentran relacionados por una ley de formación. 


d PROGRESIÓN ARITMÉTICA (PA) 


Son aquellas sucesiones en las que se cumple que cualquier término es igual al anterior aumentando en una 
cantidad constante llamada razón o diferencia. 


Representación de una PA 


а) аз; аз... ; а, Donde: 
ur ur ay: primer término n: número de términos 


Жу. гараз + г; а + 2[;...; а{ + (п — 1)г ap: término enésimo r: razón de la PA 


й ^ A Clases de РА 
Las progresiones aritméticas pueden ser: 
Ent ey suma bes 


* Sir» 0, Іа PA es creciente. • Sir«0,la PAes decreciente. 


Propiedades de una PA 
Sea: 
28; а); аз ...; Ap 45 аһ 
БОРЕ лавр A 

+ + + 


1. Razón (г) 4. Término central 
Siendo n impar, la PA admite un término central. 
T= a2 – ај = 83 – а) =.... = аһ an- 1 
а; “а, 
2. Término enésimo (a,): => 


Otra notación (t,) 
5. Suma de los n primeros términos de una PA: (5,) 


an = а + (n — 1) = (n- 1)г 
LLL Él 
son equivalentes S = (£75 o| S= ыы 
n 2 n 2 


3. Nümero de términos (n): 


an: Último término. 


84: primer término. 


Medios aritméticos 
Son los términos comprendidos entre dos extremos de una progresión aritmética. 


©З}; 7; 11; 15; 19; 23; 27; (97 


a Medios aritméticos ы 


Extremo anterior Extremo posterior 


Interpolación de medios aritméticos 


Consiste en determinar los términos de una progresión | Por fórmula: a, = ay + (n — 1)г 
aritmética a partir de los extremos y el número de | Donde: n.° de términos es n = m + 2 
medios aritméticos. 


И" Reemplazando; b = а + (m + 1)r 
Observación US b 
; — -a " "oS 
a 7 ne m medios aritmético Ile rt 
Los siguientes términos: уа r= та Т {7 razón aritmética 


dA PROGRESIÓN ARMÓNICA (PH) 
una PH ya que 6, 9; : Р Р 
ов гесіргосов) forman Si los elementos ay; аз; az; ...; a, forman una PA, entonces sus recíprocos forman una PH, es decir: 


ағаны 
aa а) “а, 


es una PH. 
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CD PROGRESIÓN GEOMÉTRICA (PG) 

Es una sucesión de nümeros en donde un término cualquiera es igual al inmediato anterior multiplicado por la 
razón de la progresión. 

Representación de una PG 

zig to ty ita 

:: ty tq; ta^ tq 


Donde: 
t4: primer término 
ta: término enésimo 


п=1 n: nümero de términos 


q: razón de la PG 
Ejemplos: 
: 3; 12; 48; ... es una PG de razón q = 4. 


mn; mn? mn*; ... es una PG de razón q =n. 


: 1; 1/4; 1/16; ... es una PG de razón q = 1/4. 


Clases de PG 

Las progresiones geométricas pueden ser: 

* Siq» 1,la PG es creciente. * Siq«0,la PG es oscilante. * 510 << 1, la PG es decreciente. 
Propiedades de una PG 

Sea: 

zb br t.i ty at, 

1. Razón (q): 5. Término central (t,): 

Siendo n impar, la PG admite término central. 


2. Término enésimo (t,): 
“ 6. Suma de los n primeros términos de una PG: 


бі 


3. Nümero de términos (n): teniendo en cuenta 
que t, t4 y q son positivos. 


5-4. (1) аз 


= сы 7. Suma límite (Sym): para una PG de infinitos 
og (d) términos, es decir, en caso de que n — +оо 
4. Términos equidistantes de los extremos t І 
4 " Sm= ту ;—1<q<1 
x 
== —11 
zh A 8. Producto de los n primeros términos de una 
y EP 
m términos m términos PG: (Ph) 
Ph = (t У t)" 


Medios geométricos 
Son los términos correspondientes entre los términos extremos de una PG. 
Ws 2 4 8; 16; 32; (64) 


"D 
E 


P il Medios geométricos € 


Extremo anterior Extremo posterior 


Interpolación de medios geométricos 
Consiste en determinar los términos de una progresión geométrica a partir de los extremos y el nümero de 
medios geométricos. 
z8;.5b 
—— 
m medios geométricos 


Por fórmula: t, = t,q^ ' Ei. cs -" 
Donde: п.° de términos es n = m + 2 ger qr razon geometrica 


Reemplazando: b =a. q^ * 


; 1+2+3+4+..+п= 


A 


Recuerda 


rOS positivos: 


. MA: media aritmética 


MA _ 21+22+-- + 8 
n 


MG: media geométrica 


. MH: media armónica 


: Series 
: Son las sumatorias de los 
: términos de una sucesión 


: n 
: Da =a+a2+a3+... an 
ik=1 


: Series notables 


n(n+ 1) 
2 


2+4+6+...+2n=n(n+ 1) 


1+3+5+..+(2n-1)=n? 


: A A e iiid Аш] E 


6 


Peres [erm і 
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Problemas resueltos 


Paran = 2: ay + а = 14 
2+a,=14=a,= 12 


Si res la razón, según la definición se verifica: 
г= аз – ау = 12 – 2 = 10 
Es una PA de razón 4; entonces: c r=10 


n.? términos: n — ——— +1= ш-- 41218 


Resolución: 


Hallamos el primer término de los ültimos diez (to): 


9 197. 1g 7T m 
== == Resolución: 
8 términos 10 términos 


ТӘ ...:21 
кокыр tres medios aritméticos 
Nos piden la suma de los últimos 10 términos: 21-13 
(77 +41) Sabemos que: r = Ec Luego: 
id 10 = 590 :13; 15; 17; 19; 21 
r- i г. El término central es 17. 
эг=2 


Resolución: 
: Resolución: 
Sabemos: , : 
an = а; + (n — 1) Бест саш шыне 
En (1): ay + 2r + a4 + 5r = 57 d d 
2844-77-57 .(а) Ex. БГК БӘ М 


En (2): ay + 4r + a4 + 9r = 99 


КҮРДЕ ШЕ: T od 1 
= ЕР= 1+(=+==+-=+..)- (== +++... 
2а, + 13г = 99 .(р) (3 437% ШЕ 467 49 | 
— (a): 6r = 42 Srp-T 1 1 
м Е-1+—9 ——_9 _ -—1{3_9_11_9 
1-2 4-1 8 80 8 80 
9 81 
- 101 
"s 80 


Resolución: 
De la progresión geométrica: 
t,=2; t,=2048;q= 8 -4 


2 
Por fórmula: 
sig! Resolución: 
248-2.47-! Sea: 
21-2 220—1) _91+21-2 20-1 за b: c >b? = ас 
>2n-1=ll=n=6 Dato: 
ab = 24 
bc = 54 
Multiplicamos: 
2. 
Resolución: аф = 24.54 
S, = n(5n — 3) p? 
Para n = 1: a4 = 2 b!-2*.315b-6 


80 | Intelecturn 2.9 


